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Aufgabe 1
a) Das Taylorpolynom von f zweiten Grades um den Punkt Z ist gegeben durch
To(f, %) (&) = f(Zo) + V[ (&) - (¥ — To) + 5(F — To)" Hy (%) (% — To) .
Fiir die Funktion f: R® — R, f(z,y,2) = xze* — 32, ergibt sich

e? 0 0 €7
Vi(z,y,z) = -2y und H¢(z,y,z)=|0 -2 0
xe® e 0 zef

Fiir f() = (.7)0,:1/0,20) = (1, —1,0) gﬂt also

1 0 0 1
f(@)=0, Vf@)=|(2|., Hi@)=|0 -2 0
1 1 0 1

Folglich ist
To(f,%o)(z,y,2) =0+ (x — x0) + 2(y — yo) + (2 — 20)
+3(=2(y — v0)* + (2 — 20)* + 2(x — 20) (2 — 20))
=@ +2y+1)+z—(y+1)2+ 1224 (- 1)z

b) Fiir die Funktion f: R? — R, f(z,y) = cos(z) sin(y) e* ¥, gilt

f(z,y) =e" Ycosxsiny = £(0,0) =
fo(z,y) = e Y(cosxsiny — sinzsiny) = f2(0,0) =
fy(z,y) = e‘” Y(cosx cosy — coszsiny) = f,(0,0) =
fa:x($ay) y( 28111$Slny) = fx:p(oao) =
Jay(z,y) TY(sinwsiny —sinxcosy — cosxsiny + cosxzcosy) =  fyy(0,0) =
Jyy(z,y) *7Y(—2cosx cosy) = fyu(0,0) =
fraz(x,y) =e* Y(—2cosxsiny — 2sinxsiny) = fr22(0,0) =
Jrzy(x,y) =€ Y(—2sinzcosy + 2sinzsiny) = fzay(0,0) =
Jayy(2,9) y(2 sinz cosy — 2 cosx cosy) = fayy(0,0) =
Jyyy(z,y) =€e""Y(2coszsiny + 2 cosx cos y) = fy(0,0) =

Damit ist fiir ¥ = (z,y)
3 3
T3(f, (0,0))( Zl VY £(0,0) =Y Z
:0] s
Z

+j2=

+ .%']1 ]2D]1D]2 0 0
Z J1!je! 10,0

el ”D”D”f(o 0)
Jl Jo!

$Jl ]2D31DJ2 ) Z x]l JQD]I Djzf(() 0)
Jr

Ji+j2=3
=0+ (y+0)+ (4> (-2)+ay-140) + (5¢° 24 g ay* - (-2) +040)

=y+ay—ay’ —y*+1y°.
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Aufgabe 2

Offenbar gilt jeweils f € C?(R?, R), denn die Funktionen sind beliebig oft partiell differenzierbar.
Man erhilt also alle Kandidaten fiir lokale Extremstellen durch Nullsetzen des Gradienten und
kann sie dann mit Hilfe der Hessematrix genauer untersuchen.

a)

b)

Es gilt Vf(z,y) = (y+ 1,2 — 2) = (0,0) genau dann, wenn (z,y) = (2,—1) ist. Somit ist

(2,—1) der einzige stationdre Punkt von f. Wegen det Hf(2,—1) = det ( (1) é > =-1<0

ist die Hesse-Matrix Hy(2, —1) indefinit, so dass f in (2, —1) einen Sattelpunkt besitzt.

Der Gradient von f lautet Vf(z,y) = (62® — 3y, —3z + 6y?). Die erste Komponente ist
= 0 genau dann, wenn y = 2z ist. In diesem Fall ergibt sich fiir die zweite Komponente
—3x + 242" = 32(82® — 1). Die stationiren Punkte sind also (0,0) und (3, 3).

Die Hesse-Matrix von f ist gegeben durch Hy(z,y) = < 132 1_22 )

Da H;(0,0) = < _g *3

native Begriindung: det H;(0,0) = —9 < 0.) Deshalb ist (0,0) ein Sattelpunkt.

Da Hf(%, %) = ( _g _2 ) die Eigenwerte 3 und 9 besitzt, ist Hf(%, %) positiv definit.

die Eigenwerte —3 und 3 besitzt, ist H7(0,0) indefinit. (Alter-

(Alternativ mit Satz 2, Kap. 25: 6 > 0 und det H(3, 3) = 27 > 0.) Somit hat f in (3, 3) ein
lokales Minimum.

Bei dieser Funktion gilt fiir die partiellen Ableitungen
fo(z,y) = 2ze~ (7 Hv%) _ 2x(x? + 2y2)e*(’c2+y2) = (22 — 223 — 4:1;y2)e*("”2+y2) ,
Py, y) = dye™ @) —9y(a? 4 2%)e= (1) = (4y — 207y — 4yP)e= V).
Damit ergibt sich die Aquivalenzenkette
Vi(z,y) =(0,0) < 2z —22° -4y’ =0 und 4y —2z%y—43°> =0
— (=0 oder 1 —22—-2y>=0) und (y=0 oder 2 — 2% —2y*> =0)
— (z=y=0) oder (z=0und2—-2y?>=0) oder (1—z?=0und y=0).

Als Stellen lokaler Extrema kommen also die Punkte (0,0), (0,£1) und (£1,0) in Frage.

Der Nullpunkt ist sehr einfach zu untersuchen: Wegen f(0,0) = 0 < f(z,y) fir alle (z,y) #
(0,0) hat f in (0,0) ein globales Minimum.

Fiir die anderen Punkte bestimmen wir dagegen die Hessematrix; es gilt
Frol@,y) = (2= 62% — dy)e” ) — 2w (a,y),
fyy(fﬁa y) = (4 - 2$2 - 12y2)e_($2+y2) - nyy(xv y) )
(2 2 (2 2
Foy(@,y) = —8wye™ ") — 2y fi(2,y) = fru(w,y) = —daye” ) — 2w fy(z,y).

Da an den stationéren Stellen f, und f, verschwinden, erhalten wir

Fa(0,£1) fo,(0,£1)\  [—2e-1 0
fya(0,£1)  fp,(0,£1) - 0 _Re~1) -

Wegen —2e~! < 0 und det Hy(0,41) = 16e~2 > 0 ist diese Matrix negativ definit, daher hat
f in den Punkten (0,+1) lokale Maxima; der Wert ist jeweils f(0,41) = 2e~1.

H(0,+1) = (



Noch zwei stationére Stellen sind zu untersuchen: Es gilt

—4e1 0
Hf(:l:170) = < 0 2€1> )

und wegen det Hs(+1,0) = —8e~! < 0 ist diese (2, 2)-Matrix indefinit. In den beiden Punkten
(£1,0) hat f folglich keine Extrema, sondern Sattelpunkte.

Aufgabe 3

Da @ abgeschlossen und beschriankt ist und f auf @Q stetig ist, nimmt f auf @ Maximum und

Minimum an, d.h. es gibt ¢1,¢2 € Q mit f(¢1) = max f(Q) und f(g2) = min f(Q).
Wir betrachten f zunéchst im Inneren von @, also auf (0,5) x (0,5). Es ist

20y — 4y — 4z
vien = (40T

Gilt Vf(z,y) = (0,0), so liefert die zweite Komponente (x — 2)? = 0, d.h. z = 2. Fiir x = 2 lautet
die erste Komponente —8. Diese ist stets # 0, so dass es keine stationéiren Punkte von f gibt. Daher
besitzt f keine lokalen Extremstellen in (0,5) x (0,5) und die Extrema von f werden auf dem Rand
von @ angenommen. Wir untersuchen f auf dem Rand von Q:

x =0: f(0,y) = 4y — 2. Dies wird maximal fiir y = 5 mit f(0,5) = 18 und minimal fiir y = 0 mit

£(0,0) = —2.
x =5: f(5,y) = 9y — 52. Dies wird maximal fiir y = 5 mit f(5,5) = —7 und minimal fiir y = 0 mit
f(5,0) = —52.

y=0: f(z,0) = —22% — 2 =: g1 (v). Wegen ¢} (z) = —4z < 0 fiir € [0,5] ist g; auf [0, 5] monoton
fallend. Daher sind 0 und 5 die Extremstellen von g; = f(-,0) mit f(0,0) = —2 und f(5,0) = —52.
y =5 f(x,5) = 322 — 20z + 18 =: go(z). Wegen gh(z) = 62 —20 =0 <= 2 =1 € (0,5) miissen
wir £(0,5) = 18, f(13—0,5) = —% und f(5,5) = —7 beriicksichtigen.

Insgesamt erhalten wir

max f(x,y) =18 und min f(x,y) = —52.
@,;,)e@ﬂ y) Join Qf( y)

Aufgabe 4

Aquivalent zur Mini- bzw. Maximierung des Abstandes ist die Mini- bzw. Maximierung des Ab-

standquadrates
ran =] (2)- (1) =errru-v2

Die Nebenbedingung ist gegeben durch die Kurve
gz y) =+ — 2o+ 2y +1=(z—1)*+(y+1)* - 1=0,

also durch die Kreislinie um (1, —1) mit dem Radius 1. Um die Multiplikatorenregel von Lagrange
anwenden zu konnen, muss fiir die in Frage kommenden Punkte

!

rang ¢'(z,y) =rang (2(z —1) 2(y+1)) =1
iiberpriift werden. Dies ist nur im Punkt (1, —1) (Kreismittelpunkt) nicht erfiillt, welcher wegen
g(1,—1) = —1 # 0 nicht auf der Kreislinie liegt und somit nicht Extremalkandidat ist.

Die Lagrange-Funktion ist gegeben durch L(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y) und die notwendige Bedin-
gung fiir Extrema lautet

2+ 1)+ 2\(z - 1) (0
VL(z,y,\) = 2y —1)+2X(y+1) =| 0
(z—-1)2+(@y+1)?%-1 0

3



Aus der ersten Gleichung folgt A #% —1. Daher erhalten wir aus den ersten beiden Gleichungen

A—1 A—1
24+2)\) =2\ -2 = — d 24+2\) =2 -2\ = -
x(242X) = =z T un y(2+ 2)) — y T

Also ist y = —x. Dies eingesetzt in die dritte Gleichung ergibt 222 — 42 + 1 = 0, also

1 1
— und damit Y12 = —T12 = —1F—.
\/’

V2 ’ 2

Folglich sind P, := (1 + %, -1 - %) und P = (1 — %, -1+ %) Kandidaten fiir Extrema.
Da Maximum und Minimum der stetigen Funktion f auf der abgeschlossenen und beschrénkten
Menge {(z,y) € R? | g(z,y) = 0} angenommen werden und auBerdem /f(P1) = 1 + 2v/2 und

f(Py) = —1+ 22 gilt, wird im Punkt P; der maximale Abstand 14 2v/2 und im Punkt P; der

minimale Abstand 1 — 2+/2 angenommen.

.73172 =1+

Aufgabe 5

Da die Menge S beschrénkt und abgeschlossen ist, nimmt die stetige Funktion f dort ihr Minimum
und ihr Maximum an; die Existenz der globalen Extrema ist also gesichert. Definiere

= o 91(%%2) L ZL‘+y+Z
g($7yvz) T <gz($,y,z)> T <$2+y2+22—1> .
Dann ist S = {(z,v,2) € R? | §(z,9,2) = (0,0)}. Zur Bestimmung der globalen Extrema von f

auf S verwenden wir die Multiplikatorenregel von Lagrange. Zunéchst iiberpriifen wir die Voraus-
setzungen: Sowohl f als auch § sind auf R? stetig differenzierbar. Wegen

Sy — (1 L1
9\ Y2) =\ 9 2y 2z

gilt rang §'(x,y, z) < 2 genau fiir x = y = z; solche Punkte kénnen jedoch die Nebenbedingungen
g1(z,y,2) = 0 und g2(z,y, z) = 0 nicht erfiillen, denn aus z + y + z = 0 folgte dann z =y =2 =0
im Widerspruch zu z? + y? + 22 = 1. Also erhalten wir simtliche Kandidaten fiir Extremstellen
durch Anwenden der Multiplikatorenregel von Lagrange: Wir setzen

L<m7yvz7)\la)\2> = f(xvyvz) + )\191(37,y,z) + )\292(37,:1/,2)
=5r+y—3z+ M@ +y+2)+h@+y?+22-1)

und losen dann das Gleichungssystem VL(z,y, z, A1, A2) = 0, also die fiinf Gleichungen
54 A +2Xx=0, 1+ XA +2Xy =0, -3+ A +2X2z=0,
t+y+2=0, 22+yP+22-1=0.
Addition der ersten drei Gleichungen liefert
3430 + 20ty t+z)=0,

wegen x+y+2z = 0 also \; = —1. Damit wird die erste Gleichung zu 442Xz = 0, was insbesondere
Ao # 0 bedeutet. Die zweite Gleichung lautet 2X\oy = 0, woraus mit Ay # 0 sofort y = 0 folgt. Aus
x4y +2z = 0 ergibt sich dann z = —2 und in 22 4+ 4% + 22 = 1 eingesetzt folgt 222 =1, d.h. z = %\/5
oder z = —%\/ﬁ Die extremwertverdéchtigen Stellen sind damit

(3v2,0,-4v2)  und  (-3v2,0,3v2).

Die Funktionswerte dort sind f(3v/2,0,—3v2) = 4v2 bzw. f(—3v2,0,3v2) = —4V/2. Folglich
besitzt f auf der Menge S das Maximum 4v/2 und das Minimum —4+/2.



Aufgabe 6

a)

Der Umkehrsatz liefert die Behauptung, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: Die Funktion
g ist stetig differenzierbar, es gilt G(In2, %) = (0, 3) und die Matrix §'(In2, 3 ) ist regulir. Wir
iiberpriifen diese Voraussetzungen: Die stetige Differenzierbarkeit ist offensichtlich. Weiter ist

. oy _ (cosh(In2) cos 5\ 0 (0
gn2,3) = (sinh(an) sin’é) N (sinh(ln2)> n (3/4> ’
denn sinh(In2) = 1(eM? — e7"2) = 1(2 — 1) = 2. SchlieBlich gilt
- _ (sinhx cosy —coshz siny
g(w.y) = (coshac siny sinhz cosy ) ’

und damit ist o)
0 —cosh(ln 2
-/ Ty
§(In2,3) <cosh(ln 2) 0 )
regulédr, denn cosh(In2) = %(2 + %) = % £ 0.
Nach dem Umkehrsatz gilt

-1
(r?‘l)’w,i):(§'<§—1<0,i»)‘1=(g'anz,g))—lz(5(/)4 —%/4) :<_2/5 465)-

b) Die Funktion § ist iiberall stetig differenzierbar und fiir alle (x,y) € R? ist
det §'(2,y) = (sinhz cosy)? + (coshz siny)?.

Diese Determinante wird also nur dann 0, wenn sinhx cosy = 0 und coshx siny = 0 gilt.
Fir x > 0 ist dies gleichbedeutend mit cosy = 0 und siny = 0, kann also nie eintreten.
Folglich ist fiir > 0 die Matrix §'(z,y) stets reguldr. Der Umkehrsatz liefert nun die lokale
Invertierbarkeit von ¢ in jedem Punkt (z,y) € (0,00) x R.
Trotzdem ist die Funktion g auf (0,00) x R nicht injektiv wegen g(z,y + 27) = §(z,y) fiir
(z,y) € (0,00) x R.

Aufgabe 7

a)

b)

Die behauptete Auflosbarkeit folgt mit dem Satz iiber implizit definierte Funktionen, wenn
wir

f(0,0,-2)=0  und  9,f(0,0,—2) #0
fiir die stetig differenzierbare Funktion f: R3 — R, f(x,y,2) := 23 + 222 — 3zyz + 23 — o3,
{iberpriift haben. Es gilt £(0,0,—2) = (=2)3 +2(—2)? = 0 und
O.f (x,y,2) = 32° + 4z — 3zy, also  0,f(0,0,—2) =3(—2)* +4(-2) =4 #0,

womit die Behauptung bereits bewiesen ist. Fiir die Ableitung gilt

g/(:c,y) = _<azf(xayag(xay)>> 8(m,y)f(xayag(x’y))

- 2 ! (—3yg(z,y) + 32* —3zg(z,y) — 3y?) .
39(z,y)? +4g(z,y) — 3zy

Wir miissen zeigen, dass in der Nihe von (0,0, 1,1) durch die Gleichung

2 2 2 2
> = . oy L Tzt +y" —u+v
f(x,y,u,v)—(), mit (:L‘,y,u,v) T <x2+2y2—3u2+4v2—1>



implizite Funktionen v und v definiert werden. Offenbar ist f : R* — R? stetig differenzierbar;
zudem sieht man sofort, dass f(0,0,1,1) = 0 gilt; die ersten zwei Voraussetzungen des Satzes
iiber implizit definierte Funktionen sind also erfiillt. Jetzt miissen wir nur noch priifen, ob die

—

Matrix O, f (0,0, 1, 1) reguldr ist. Wegen
= (22 2y —2u 2w . 7 _(—2u v
/ (xaya U,U) = <2l’ 4y —6u 8v 1st 8(u,v)f (xaya ?,L,’U) “\-6u 8v
und damit 8(u7v)f(0, 0,1,1) = (Z22). Diese Matrix ist tatsiichlich regulir, denn det( "2 3) =

—4 0.

Somit sind die Voraussetzungen des Satzes iiber implizit definierte Funktionen erfiillt. Danach
gibt es eine offene Umgebung U C R? von (0,0) und eine stetig differenzierbare Funktion
G: U — R2 mit §(0,0) = (1,1) und f(z,y,§(z,y)) = 0 fiir alle (z,y) € U. Definiert man u
als die erste Komponentenfunktion von g und v als die zweite Komponentenfunktion von g,
dann leisten u,v: U — R das Gewlinschte. Auflerdem ergibt fiir sich fir (z,y) € U

—

€, )))_1 a(x,y)f(xv Y, g(iU, y))
), 0(2,9))) " Oy [,y ul, ), v(z, )

o)

Insbesondere fiir (x,y) = (0,0) ist der zweite Faktor die Nullmatrix, so dass dann

§(0,0) = (8 8)

ist. Dies bedeutet, dass u;(0,0) = u,(0,0) = v,(0,0) = v,(0,0) gilt.

Dieses Ergebnis kann man auch folgendermafien herleiten: Bilden wir in den beiden Gleichun-
gen 22 + 92 —u? + 0?2 = 0 und 22 + 2y? — 3u® + 4v? = 1 die partielle Ableitung nach z,
wobei wir u = u(x,y) und v = v(x,y) jetzt als die implizit definierten Funktionen auffassen,
so ergibt sich

2x — 2uug + 2vv, =0 und 2x — 6uuy, + 8vv, =0.
Einsetzen von z = y = 0 liefert wegen «(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen
—2u,(0,0) + 2v,(0,0) =0 und — 6u4(0,0) + 8v,(0,0) =0.

Dieses lineare Gleichungssystem hat als Losung nur u,(0,0) = v,(0,0) = 0.

Um die partiellen Ableitungen nach y der implizit definierten Funktionen v = u(z,y) und
v = v(z,y) zu berechnen, gehen wir analog wie eben vor. Wir bilden in beiden Gleichungen
22 +y? —u? 402 = 0 und 22 +2y? — 3u® +40? = 1 die partielle Ableitung nach y und erhalten

2y — 2uuy + 2vv, =0 und 4y — 6uuy + 8vv, = 0.
Einsetzen von x = y = 0 liefert wegen u(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen
—2u,(0,0) +20,(0,0) =0 und  — 6uy(0,0) + 8v,(0,0) = 0.

Dieses lineare Gleichungssystem hat als Losung nur w,(0,0) = v,(0,0) = 0.
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