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Aufgabe 1

a) Mit 7/(t) = (cost — tsint,sint + tcost, 1) ergibt sich fiir jedes ¢ € [0, 27]

17/(t)|| = \/(cost — tsint)2 + (sint + tcost)2 + 1
= \/cos2t — 2tcostsint + t2sin?t + sin?t + 2tsintcost + t2cos2t + 1 = \/2+t2.

Nach Definition des Kurvenintegrals ist dann

2w 2
/fds = FEE) 1Y @O dt = / <2t — V2 cos?t + 2 sin? t)\/2 +t2dt
5 0 0
- / 12+ 2dt = [L(2+2)P2)27 = L((2 + 4n?)P? — 23/2)

0
_2va((1 42 1),
b) i) Wir benutzen die Definition des Kurvenintegrals:

In2 m2 [ cosht cosht
/5.d§:/ ﬁ(i(t))-i’(t)dt:/ —sinht | - | sinht | dt
7 0 0 sinh ¢ cosh ¢
In2 In2

:/ (cosh?t — sinh? ¢ + sinh ¢ cosh ¢) dt:/ (14 sinhtcosht)dt

0 0

=In2+ [3 sinh? ¢ ] =In2+ %sinh2(ln2) In2+ % (3(e n2 _ _ln2))2 =In2+ 3.

1

ii) Die Kurven 4 : [0, ] — R2 4(t) = (¢,0), und 7»: [1,2] — R2 F,(t) = (1,¢ — 1), sind
reguldr mit 41 (1) = 2(1). Es gilt

/ L ds+/72“ ds*:/lﬁ(? (t)).71/(t)dt+/12z7(72(t)).yzf(t)dt
() () (1+?f_1 pe)- ()

1 2
/51ntdt—|—/( (t—1)%)dt = [~cost]g+ [t + 3t — 1)°]]

=(—cosl+1)+ (245 —1)=1I—cosl.

[e=]

c) Schreibe f =: (f1, f2). Da R? einfach zusammenhingend ist und die Integrabilititsbedingung
Dy fa(x,y) = Di(a® +y*) = 22 = Da(2zy) = Dafi(z,y)  auf R?
erfiillt ist, stellt fein Potentialfeld dar, d.h. es gibt ein Skalarfeld ¢ € C''(R?, R) mit f: V.

Wegen 0,¢(z,y) = fi(x,y) = 2xy ist p(x,y) = 2%y + 1 (y) fiir eine stetig differenzierbare
Funktion 1: R — R. Aus dyp(z,y) = folz,y) und dyp(x,y) = 2% + ¢/ (y) folgt ¥'(y) = v>.
Dies ist beispielsweise fiir ¢(y) = %y?’ erfiillt. Somit ist

L 3

o(z,y) = 2° y+3y
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ein Potential von f auf R2. Die Arbeit A ist gleich dem Wert des Kurvenintegrals

A:/f’.dg,
,‘y’

welches wegen f = Vi nur vom Anfangs- und Endpunkt der Kurve 4 abhéingt:

14
A=p(—-1,2) — ¢(0,0) = 3

Aufgabe 2

a) Wir bestimmen die Schnittpunkte der beiden Kurven y = %mz —1 und y = 2—2. Dazu miissen
wir die Losungen der Gleichung 3 122 -1 =2— 2, also 22 + 4z — 12 = 0 bestimmen. Dies sind
= —6 und z2 = 2 (siehe auch Sklzze) Fiir den Fléacheninhalt von B ergibt sich

// z,y) //“dydx_/_(@—x) (4x2—1))d:n:/_26( 12? — 1+ 3)dx

= [ 42® — 42?4+ 32]° s=—5—-2+6-(18—-18-18) =9

b) Hier schneiden wir die Kurven x = y? und = = 4 — 2. Dies liefert die Gleichung 3? = 4 — y?,
also y? = 2. Wegen y > 0 interessiert nur die Losung y = v/2 (siehe Skizze). Es gilt

[fawar=[" [ avar= [ty an= ) = v3-dav= 33,
B
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Aufgabe 3

Offenbar ist der Integrand jeweils eine stetige Funktion; wir kénnen daher die Integrale mit Hilfe
von Satz 1 aus 35.3 berechnen.

a) Es gilt
1
// my—{—y d(z,y) // Ty + y? dydm-/[:ﬂyQ—l—éy?’]y:de

[0,1]x[0,1]
1
:/0 (3z+3)de=[2" +32];=1+3=15.

b) Diesmal ergibt sich

// cosh(2z + %) d(z, y) / / cosh(2z + y) dy dx = / [sinh(Zx —i—y)]jzo dx

[—1,0] %

0
N /_1 (sinh(2z +2) —sinh(2z)) dz = [% cosh(2z +2) — %COSh(Qx)]21

= (4 cosh2 — 3 cosh0) — (4 cosh0 — & cosh(—2)) = cosh2 —1 = (e +e7%) — 1.



Aufgabe 4
a) Es gilt

1 1 1 T 1 T 1
/ / e dx dy = / / er dydx = / / dy e da = / ze™ dy = [%er]é = % .
0 Jy 0o Jo 0o Jo 0

Bemerkung: Hier ist das innere Integral fyl e** dx nicht explizit berechenbar. Fiir die Bestim-
mung eines iterierten Integrals kann also die Integrationsreihenfolge wesentlich sein.

b) Wir spalten den Integrationsbereich B in zwei Teile By, By auf (siehe Skizze) und erhalten

y2+1
// xydxdy—//:cydxy //xydxy
//xydydﬂ:—i—// 22y dy dx

:/0 [%x2yz}§:0dx+/l [§x2y2}y:md

1 2
:/ 5T d:c+/ (32® — 32%(z — 1)) d=

0 1
_ 71,571 1.4 ,1.312 _ 1 8 , 1 1y _ 67
= [102°pmo t [-a2" +32° oy =t (-2+53+5-3) =1

Y4 4a) Y1 4b)
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Aufgabe 5

Seien R > r > 0. Geometrische Uberlegungen fithren auf

A:{(x,y)E]R2| T2<$2+y2<R2,$>0,y20}
= {(ocosp,osing) | r<o< R, 0<p< L},

Nun seien R > 0 und a > 0. Die Bedingung = > 0 bedeutet cosp > 0, also ¢ € [0, 5] oder

p e [%ﬂ, 27|. Zusétzlich muss wegen y > ax die Ungleichung sin ¢ > a cos ¢ gelten. Diese ist fiir kein
sin ¢
cos

™ s

¢ € [3m,2m] erfiillt. Auf [0, %] gilt sing > acosy fiir p = F und ¢ € [0,3) mit tanyp =
also ¢ = § oder ¢ > arctana € (0, §). Somit ergibt sich

Z a,

B:{(a:,y)e]R2 ] x2+y2§R2,x>O,y>ax}
= {(gcosap,gsingp) | 0< o< R, arctana < p < g}

Auflerdem gilt

C={(z,y,2) eR* | 1< +y* +2*<2,2<0,y >0, 2<0}

vl
=

——

= {(rcosp cos¥, rsinep cos¥, rsind) | r € (1,v2], ¢ € (%, 7], 9 € [-
9 =

Slis)
——

D= {(rcos«p cos ¥, rsiny cos, rsinz?) | 7 €[0,00), ¢ € [0,27),

wol3



Wiederholung:

Polarkoordinaten im R?: Fiir (z,y) € R? setze r := ||(z,y)|| = /22 + y2. Dann findet man Winkel
¢ € [0,27) mit z = rcosp, y = rsinp.

Zylinderkoordinaten im R3: Hier ist [0,00) x [0,27) x R — R3, (1, ¢, 2) + (r cos p, rsin p, z), also

r=r

cosp, y =rsiny und z = z.

7 €OS  cos ¥

Kugelkoordinaten im R3: [0,00) x [0,27) x [-7/2,7/2] — R3, (r,p,9) +— | rsinpcosd |, also

rsin
T =rcospcost, y =rsingcosd, z =rsind.
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Aufgabe 6

a)

Die Funktionen sind stetig differenzierbar und auf ganz R? definiert. Da R? einfach zusam-
menh#ngend ist, gilt: Es handelt sich genau dann um ein Potentialfeld, wenn die Integrabi-
litdtsbedingung erfiillt ist. Im R? ist dies dquivalent dazu, dass die Rotation verschwindet.
(vgl. Satz 4 in 38.3) Schreibe ¥ =: (v1, v2, v3). Wegen

D2U3(.’E, Y, ’Z) = 2y + 32’21'2 ) D302("I;7y7 Z) = 322{1’.2 7é ngg(x, Y, Z)

ist V x @ # 0. Also ist ¥ kein Potentialfeld, d.h. es gibt kein C'-Skalarfeld f: R? — R mit
v=Vf.

Fiir @ =: (w1, we, w3) hingegen gilt
D2’LU3 = ez = D3w2 s D3w1 =2z = D1w3 s D1’LU2 =0= D2w1 .

Somit ist @ ein Potentialfeld, besitzt also ein Potential f: R3 — R. Fiir dieses Potential muss
Oxf(z,y, 2) = 22 gelten. Integrieren beziiglich z liefert:

fla,y,2) = 2% + cly, 2)

mit einer gewissen Funktion ¢ : R?> — R. (Die , Integrationskonstante“ kann also noch von y
und z abhéngen.) Es folgt 9, f(z,y,2) = 0yc(y, z), und dies soll = e* sein. Daher haben wir
c(y, z) = ye® + d(z) mit einer gewissen Funktion d : R — R. Wir wissen also

und hieraus folgt 9, f(z,y, 2) = 222 + ye* + d’'(z). Damit dies gleich der dritten Komponente
von w wird, muss d’ = 0 gelten. Wir withlen d = 0 und haben ein Potential von :

flz,y,2) = 2z + ye*.



b) Bei ¥ rechnen wir das Kurvenintegral anhand der Definition aus:
¢ -1
7 ¢ 0

Bei @ dagegen kénnen wir auf das oben bestimmte Potential f zuriickgreifen:

=

5

1 1
/17-d§_/ 17(’?(t))"?’(t)dt‘/ 20| 1) dt =[50+ 2], =
= 0 0

/w-dgz f(7(1)) = f(5(0)) = £(0,1,0) — f(1,0,0) =1—-0=1.

2
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