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Aufgabe 1

a) Eine Parametrisierung von v ist {(t) :== —1+t(1 4 ¢) = (¢t — 1) 4 it, wobei ¢t € [0,1]. Es gilt
¢'(t) =1+ i und wegen f(¢) = ¢[¢|? ist fiir jedes t € [0,1]

FEC®) = (=) +it)|(t —1) +it]* = ((t = 1) +it) ((t = 1)% +£2)
=t -1+ (-1 +i(tt— 1) +¢%) = (263 — 4> + 3t — 1) +i(26° — 2t + 1).

Folglich ergibt sich gemé&f Definition des Kurvenintegrals

/f(g) d¢ = /0 FC@NC (t) dt = /0 ((2t3 — 4 + 3t — 1) + i (26> — 2t + 1)) (1 + 1) dt

(2 4 3 : L2 2 1 1+i -1 2
=(1 e e | 1 S+ )= =2,
(+z)<4 313 )—l—z( —|—z)<4 3+2> 5 T3 3

b) Die Kurve v ist der Rand des Quadrates mit den Ecken 0, 1, 1+ und i, besteht also aus den
vier Strecken

leCl(t):t: 72C2(t)21+2t7 '73C3(t):1_t+27 ’Y4C4(t):7’(1_t)7
wobei jeweils ¢ € [0,1]. Man erhélt

Af( =3 [ o Z/fck )CA(t) dt = Z/\ck i)

k=1""k

1 1 1 1
_/0 t dt+/0(1+t)zdt+/0 (A=) +1)( 1)dt+/0(1 t)%(—1) dt
:/1<t2—(1—t)2—1+z'(1+t2—(1—t)2))dt
0
:/1(2t—2+2it)dt:—1+i.
0

Aufgabe 2
a) Wir verwenden bei diesem Integranden die Partialbruchzerlegung

1 1 Q2 )2

Crl €D —9) C+i C—i

Da die Punkte —i und i im Inneren der Kreislinie |¢| = 2 liegen und die Funktion ¢ + i¢3/2
im Gebiet G = C holomorph ist, ergibt sich mit der Cauchyschen Integralformel

¢ ic*/2 ic*/2
d¢ = —— 1" d¢ — S g
jéd? ¢ +1 ‘ }[}C|2 ¢—(=9) ¢ }égz ¢—1 ‘

C3

—2m—

‘C:—i 2



b) Der Integrand lisst sich hier wie folgt umschreiben

s s 1 (eC s >

2 (((+2) 2\ (+2

Der Punkt 0 liegt im Inneren des Integrationsweges, der Punkt —2 dagegen im AufBeren.
Folglich liefern die Cauchysche Integralformel und der Cauchysche Integralsatz

s _l b _ S _l . ¢ _ .
¢<1C2+2Cd<_2<}énc—0d< }/341C+2dc>_2(2m€ le=o O)_m'

c) Fiir die durch f(¢) := e definierte, in C holomorphe Funktion f gilt
PO =€+ (i) = (L+iQ)e,  f(¢) =ie™ + (1 +i()(ie’) = (2i — (e’

und wegen |7r| < 4 erhalten wir mit der Cauchyschen Integralformel fiir Ableitungen

i¢ "
}éc_4 (CC_BT)?) dC = 2mi fz—('ﬂ-) = (Qi — <>eiC|C:7r = i (Qi _ 7.‘.)(_1) B i772 )

d) Die Nullstelle (o = 7 des Nenners des Integranden liegt auBerhalb der Kreislinie |( — 2| = 3,
denn |7 — 2| = 5 > 3. Der Integrand ist also holomorph in dem konvexen und damit einfach
zusammenhéngenden Gebiet G := {¢( € C : |( — 2| < 5}, in welchem auch der glatte,
geschlossene Integrationsweg verlduft. Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt somit

eiCOSCSin(C4 4 1) _ C
d¢ =0.
}é—m?, (o <=0

Aufgabe 3

Voriiberlegung: Will man
1

Z—aQ

um den Punkt 2y # a in eine Laurent-Reihe entwickeln, so gibt es dafiir zwei Mdoglichkeiten. Fiir
|z — 20| < |a — 20| hat man die Potenzreihen-Entwicklung

1 1 1 1 1 1
z—a:(Z—Zo)+(zo—a):zo—a'ﬁ_i_l:%_a'l_%
1 i(z—z())k__iﬂ (*)
_zo—ak:(] a—z) k:o(a_zo)kﬂ'

Fiir |z — 29| > |a — 2o| dagegen ergibt sich

1 B 1 B 1 1 - 1 )
zZ—a (2—20)+(ZO—G,) Z— 2 1_|_§0_;;L z— 2o 1_2:22
kk
_ 1 i(“_%)k—fj (a = 20)* )
2R T \F T A k:o(z_ZO)kH'
a) Fiir 1 < |z| < 3 gilt
1 1 1 1 1 1 1 1
f(Z)—1_—22+3—_2—§ e R
D S L N L 1 &
:—?Z(z ) _3—3:_222k+2_z—3:_Zz2(k+1)+23k+1'



b) Die Partialbruchzerlegung des ersten Summanden von f(z) liefert die Darstellung

1 1 1 1
f(z):§<z—|—1_z—1>_z—3'

Die Funktion f hat Polstellen in —1, in 1 und in 3. Da die beiden Punkte —1 und 3 von zg = 1
den Abstand 2 haben, kommen als Gebiete fiir die Laurent-Entwicklung um zy = 1 nur die
beiden Kreisringe

0<|z—1]<2 uwund 2<|z—-1]<0

in Frage. Da der Punkt 1 4 3i im Konvergenzgebiet liegen soll und von zg den Abstand
|1 4+ 3¢ — 1| = 3 hat, ist der zweite Kreisring der richtige. Dort gilt gem&f (xx)

241 (2 — 1)k+1 - (z — 1)k+1 ) (z—1) k+1 - (z — 1)k+1 )
k=0 k=0 =0 k=0
Also ergibt sich fiir [z — 1| > 2
I (—2)F 11 > 2k = p(=2)F —2F
f(z)_ikzo(z—l)’”l_5'2—1_/1;)(2'—1)’”1__ +; (z — 1)k+1

Aufgabe 4
a) Die Funktion f(z) = ﬁ hat in zgp = 1 einen Pol der Ordnung 4. Mit Hilfe der Formel aus

Satz 1 in 7.1 siecht man
i)
z=1 6

o (0 (- v

b) Da f in zp = 1 eine wesentliche Singularitéit besitzt, konnen wir nicht wie zuvor vorgehen.
Wir bestimmen stattdessen die zugehorige Laurentreihe um 1 und lesen das Residuum ab

Res(f;1) =

z=1 z=1

1 > n 0 _1\k
f(z):zelfz:z %( ! ) =((z=1)+1) Z ((_2))! (z—1)*

11—z
P——
0w .
- Z ((—}f)) (2= k+1+ Z 1k: z—l)k
ke oo 2]
! -1 -1 0 1 .
) zzzoo ﬁ G-U+ kzzoo ((—k))! (== 1)F

0 _1)k-1 _1)k
—emne Y (gt ) e s

k=—o00
Das Residuum von f in 1 ist der Koeffizient von (z — 1)71, also

(-1)72 -1 1




Aufgabe 5

a)

b)

Der Integrand f(¢) := (C_l)e(%g)g besitzt in 1 eine einfache und in —3 eine doppelte Polstelle
und ist holomorph auf C\ {1, —3}.

Im A

¢l =2

4
Y

1 3 Re

Da innerhalb des Integrationsweges || = 2 nur die Polstelle 1 liegt, liefert der Residuensatz

F(Q)dc = 2miRes( ;1) = “T-.
<=2

denn fiir das Residuum von f in 1 gilt

€< e

=1 (C+3)2 ‘421 T 16°

Res(f;1) = (¢ = 1)f(C)]

Nun liegen die beiden Polstellen —3 und 1 von f innerhalb des Integrationsweges || = 9.
Deswegen gilt nach dem Residuensatz

5e~3

o , , (¢ ~ (e—5e 3)mi
o f(Q)d¢ = 2772(Res(f, 1) + Res(f; —3)> = QTI'Z(E T > = S ,
da
¢ CC—1)— e
(o) -(r5) (25
sty = (0(€+9700))| _ =(Pe55)| = (T )

_ —5e~3

16
Schreibe f(¢) := ﬁ Der Nenner von f(¢) wird genau dann 0, wenn ¢ = 2k7 mit einem

k € Z gilt. Von diesen Punkten liegt nur ¢ = 0 im Inneren des Kreises (| = 1. Daher ist
P Q) e =2riRestf:0).
I¢]=1

Nun sieht man anhand der Darstellung

¢ ¢ _ ¢ _ 1
e =1  (14+iC+33GQ)2+-)—1 i(—33+- i—3(+-

f(Q) =

dass in ¢ = 0 eine hebbare Singularitdt von f vorliegt. Deshalb gilt Res(f;0) = 0 und das
Integral hat den Wert 0.



<
d) Sei f(¢) :=eT=<. Hier liefert der Residuensatz

F(¢)d¢ = 2miRes(f; 1).
I¢]=2

Um das Residuum Res(f;1) zu berechnen, betrachten wir die Laurententwicklung von fum 1

f(¢) = exp <%) = exp < 1+ 1%() e e VA (G VS Z k' _1)-

der Koeffizient von (¢ — 1)7! lautet —e~!. Also ist Res(f;1) = —e~! und damit

¢ 27
xp| —— | d( = ——.
}é¢|=2ep<1—C> ‘ e

besitzt in 1, —2, —i jeweils einen Pol erster Ordnung und

e) Der Integrand f(C) W
ist holomorph auf C\ {1, -2, —i}. Da sich alle Polstellen im Inneren von G befinden, ergibt
sich nach dem Residuensatz

}/j F(0)d¢ = 2mi (Res(f; 1) + Res(f; —2) + Res(f; —i)) .
oG

Wir berechnen nun die Residuen von f in den (einfachen) Polstellen

1) = _ 2¢ 2 1 )
Res(f;1) = (C—l)f(o‘czl = m‘czl T 5 (1=1),
(9} — _ 2¢ 4 4 :
Res(f; —2) = (<+2)f(6)(<:_2 = m‘C_Q RS (2+1),
2 2i 1

Res(f; —1) = (¢ ‘H')f(C)‘C:ii = m‘(_ﬂ = m =3 (14 3i).

Hiermit ist

i(2+i)+%(1+3i)) ~0.

F(Qdc=2mi (51— i)~

oG

Aufgabe 6

Als Hintereinanderausfiihrung holomorpher Funktionen ist die Funktion f auf ganz C holomorph.
Sie lasst sich also um zg = 0 in eine Potenzreihe entwickeln

Diese Potenzreihe konvergiert auf der gréfiten Kreisscheibe um zg = 0, auf der f holomorph ist.
Hier konvergiert die Potenzreihe also fiir jedes z € C.

Der Integrand ¢ f(1/¢) ist holomorph auf C\ {0} und fiir ¢ # 0, insbesondere also fiir 0 < || <1,
gilt nach den obigen Uberlegungen

/O =¢>
n=0

Nach dem Residuensatz gilt dann

}é Cesn(1/9) g — / CF(1/C)dC = 2miRes(CF(1/€); 0,
I¢|=1/2 |2|=1/2

und Ablesen an der Laurentreihe fiir (f(1/¢) ergibt
")
2
Wegen f/(2) = cos(2)f(2), f"(z) = —sin(2)f(2) + cos?(2)f(z) und f(0) = 1 ist f”(0) = 1. Das

Integral ist also gleich

(n)
_Zf Cln

= 2T —=

2, — =i
2



Aufgabe 7

Im
R
73 Y
> .
71 R Re
a) Im einfach zusammenhingenden Gebiet C ist f({) := e~¢* holomorph, und durch Anein-

anderhéngen von 71, 72 und —~3 erhélt man eine geschlossene, positiv orientierte Kurve .
Fiihren wir die Schreibweise I(I") := [ f(¢) d¢ ein, so liefert der Cauchysche Integralsatz

0=1(y) =I(m) +1(v2) + 1(=73) = I(m) + 1(2) = I(73) -
Damit ergibt sich I(y3) = I(71) + I(72), also die behauptete Gleichung.

b) Es gilt (3(t) = (R +it)? = R? + 2iRt — t? und (4(t) = i. Damit erhalten wir

R 2 R 2 ; 2 R 2 2
/ e*CQ(t)Cé(t) dt‘ < / |6—R —2iRt+t Z‘ dt :/ PR g
0 0 0

Wegen der fiir alle ¢ € [0, R] giiltigen Abschiitzung t?> < Rt bekommen wir folglich

[(72)| =

R—o0

2 2
JR-R21R | -R
= 0,

R
2
()] < / (-R dt:[
0 R |, R

und damit ist I(vy2) — 0 fiir R — oo bewiesen.

Bemerkung: Die Standardabschétzung fiir Kurvenintegrale hétte hier nicht ausgereicht, denn
es gilt L(y2) = R und max{|f({)| : ( € y2} = 1.

c) Wir betrachten nun noch I(v;) und I(v3). Fiir das erste Kurvenintegral erhalten wir

R R o
to = [ 0= [ a i [~ S

und wegen (3(t) = t3(1 +i)% = 2it? und ¢4(t) = 1+ gilt

1(73)2/0 ecg(t)gé(t)dt:/o 6*2”2(14_1') dtﬁiﬁ@ +Z-)/O o2 gt

(Dieses uneigentliche Integral muss wegen der Konvergenz von I(+1) und I(~2) sowie der in a)
bewiesenen Gleichung existieren.) Mit der Substitution # = /2t ergibt sich

I(73) oo, (1414) /Ooo o i@’ % _ 1_\;; 000 [cos(z?) — isin(2?)] dz .

Beim Grenziibergang R — oo folgt also mit b) aus der in a) bewiesenen Gleichung

[COS(&;Z) - isin(xZ)] de = g +0.

144 [

V2 Jo

Fiir die beiden Integrale C':= [ cos(¢?) dz und S := [ sin(z?) dz hat man somit

(1+i)(C—iS)=3v2r, dh  (C+8)+i(C—8)=31vor.

Hieraus folgen die Gleichungen C' + S = %\/ 2rund C' — S =0, alsoist C' =85 = %\/ 2.



Aufgabe 8

Das zu berechnende Integral ist von der Form

2
. . Y
R t t)dt t R = .
/0 (sint,cost)dt, mi (x,y) —

Fin solches Integral l&sst sich als Kurvenintegral schreiben: Laut Satz 3 in 7.2 gilt

27 2 2
1 -1 1
R(sint,cost)dt = }5 f(z)dz, wobei f(z): = —R <Z — s ) .
0 2|=1 1z 2iz 2z
Der Integrand des Kurvenintegrals ist
1 At 1 241 241

@) =7 542l iz 10e -4+ 1) —i(428 — 1022 +4z)
Diese Funktion f hat die Nullstellen des Nenners als isolierte Singularitéiten: Wegen
425 — 1022 + 42 =42(2" — 32+ 1) = 42(2 — 2)(z — 3)

sind dies zg =0, z1 = 2 und 29 = % Da der Punkt z; = 2 auflerhalb des von der Integrationskurve
umschlossenen Gebietes {z € C | |z| < 1} liegt, die Punkte zop = 0 und 22 = % aber innerhalb,
liefert der Residuensatz

=1 (2)dz = 27ri(Res(f;0) + Res(f; %)) .

In zp =0 und 29 = % hat der Nenner von f(z) einfache Nullstellen, der Zahler ist # 0. Somit sind
0 und % Polstellen erster Ordnung und fiir die Residuen erhélt man nach Satz 2 in 7.1

2241 2241 1
U0 = SF 102 £ 40) om0~ Si122 =205 5 4) o0 &
Res(f: 1) 2 +1 T+1 5 5
es(f;5) = = = = .
2T (1222 — 202 + 4) l=12 T —i(3—104+4) 30 126

Damit ergibt sich

2T cost . 1 5 1 T
——dt=2mi | ——+— | =21~ = <.
o D—4cost 4 12 6: 3



