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Aufgabe 1

0 3 0
4 . . . 8 . 6 - —
a) Im R* sind die Vektoren 7 = o= o | BE gegeben.
4 —1 —2
i) Offenbar ist ¥j = —203. Daher gilt ¥} + 002 4+ 203 = 0, d.h. es gibt eine nichttriviale

ii)

Darstellung des Nullvektors. Also sind die Vektoren v, ¥z, ¥3 linear abhéngig.

Im allgemeinen erkennt man nicht sofort, ob gegebene Vektoren linear unabhéngig sind
oder nicht. Um die Vektoren v, ¥a, U3 auf lineare Unabhéngigkeit zu priifen, kénnen wir
U1, U, U3 als Zeilen in eine Matrix schreiben und diese durch Zeilenumformungen auf
Zeilenstufenform bringen (vgl. Kapitel 20):

0 8 -2 4

3 6 2 -1

0 -4 1 =2
[vertausche erste und zweite Zeile]

3 6 2 -1

0 8 -2 4

0 4 1 =2

[multipliziere die dritte Zeile mit 2]

3 6 2 -1
0 8 -2 4
0 8 2 -4

Da die Zeilen der letzten Matrix linear abhingig sind, sind es ¥y, ¥, U'3 auch.

Wire v = a1¥; + agvs fiir aj, a3 € R, so miisste fiir die erste Komponente gelten:
3 =oa1-0+ a3 -0 = 0. Dies ist nicht méglich. Deshalb gibt es keine a;,a3 € R mit
Uy = a1 U1 + a3Us.

b) Seien ai,as, a3 € R mit a19) + ag¥s + asts = 0, also mit

aq +aza =0
as  + Qg =0
a1 — Q2 + a3 =0
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bzw. dquivalent hierzu

a1 = —aadsg
g = —Q3
az=—as3
] = ag—a3 = & —ag3— a3z = —203

Somit gibt es nur fiir a = 2 eine Losung, die sich von a; = as = a3 = 0 unterscheidet (z.B.
a; =2, = 1,a3 = —1, dann gilt 29 + v — 3 = 0).

Also sind die Vektoren ¥y, via, U3 nur fiir a = 2 linear abhéngig.

Aufgabe 2

a) Der Nullvektor in C°([0,1]) ist die Nullfunktion n: [0,1] — C,z — 0. Die Funktionen f, g, h
sind genau dann linear unabhéngig, wenn aus af + g + vh = n stets a« = § = v = 0 folgt,
also wenn aus af(z) + Bg(x) + vh(z) = 0 fiir alle z € [0,1] stets a« = § = v = 0 folgt.

Seien also a, 3,7 € C mit -2+ B(x — 1) + (2 + 3z) = 0 fiir alle z € [0,1], d.h. (2a — 3) +
(B4 37)x + 2% = 0 fiir alle 2 € [0,1]. Sind py: [0,1] — C,x — ¥ fiir k = 0,1, 2 definiert, so
ldsst sich dies schreiben als (2a — 8)po + (8 + 37)p1 + vp2 = n. Da die Monome pg, p1, p2 in
C([0,1]) linear unabhiingig sind, kann man den Nullvektor, d.h. die Nullfunktion n, nur als
triviale Linearkombination von pg, p1, p2 schreiben, so dass 2a — 8 = 8 + 3v = v = 0 folgt.
Hieraus ergibt sich sofort v = 0 und daher 3+ 3-0 = 0, also 8 = 0, was schliefflich auf o = 0
fithrt. Damit ist die lineare Unabhéngigkeit von f, g, h gezeigt.

b) (f,g,h) bildet eine Basis von P»([0,1]) = Lin(po, p1, p2), weil dim P»([0,1]) = 3 ist und die
drei Vektoren f,g,h € P5([0,1]) linear unabhéngig sind.

c) Fiir jedes x € [0,1] gilt p(x) = 822+ 22+ 2 = 8(2? + 3x) —22v+2 = 8h(z) —22(x — 1) — 20 =
8h(z) — 22¢g(x) — 10f(x). Daher ist p = 8h — 229 — 10f, so dass die Koordinaten von p bzgl.
der Basis (f, g, h) durch (—10,—22,8) gegeben sind.

—10
Dafiir ist auch die Notation | —22 gebrauchlich.
8 (f.9,h)

Bemerkung: Die Reihenfolge der Basiselemente ist bei der Angabe der Koordinaten von
entscheidender Bedeutung. So lauten beispielsweise die Koordinaten von p bzgl. der Basis

(g> hv f) (_2278a _10)

Aufgabe 3

Wiederholung des Gram-Schmidt-Verfahrens:

In einem unitédren Vektorraum V seien n linear unabhéngige Vektoren x4, ..., x, gegeben. Wir wol-
len ein Orthonormalsystem wy,...,u, € V so konstruieren, dass Lin(x1,...,z;) = Lin(uy, ..., u;)
fir alle j =1,...,n gilt.

Wir bestimmen zunéchst nur ein Orthogonalsystem vy, . .., v, mit der Eigenschaft Lin(z1,...,z;) =
Lin(vy,...,v;). (Bei einem Orthogonalsystem wird nur verlangt, dass die Vektoren orthogonal zu-

einander sind, nicht aber, dass sie Norm 1 haben.) Die Forderung Lin(z;) = Lin(v;) kénnen wir
erfiillen, indem wir v; := x1 setzen. Dann geht unser Verfahren rekursiv weiter: Haben wir fiir ein
gewisses j ein Orthogonalsystem vq,...,v; mit Lin(zq,...,2;) = Lin(v1,...,v;) gefunden, so ist
die Frage, wie wir v; 1 definieren sollen. Setzen wir

J
Vi1 =21+ Y M

k=1
mit gewissen A\, € C, so ist die Forderung Lin(x1,...,z;41) = Lin(vi,...,vj41) erfiillt, da wir ja
L(x1,...,z5) = L(v1,...,v;) voraussetzen. Damit dieses v;1; zusétzlich orthogonal zu allen v; mit



ie{l,...,5} ist, muss
J
0 = (vjt1,vi) = (Tj41,0i) + Z)\k<vkavi> = (@j11,vi) + Xi{vi, v;)
k=1

fiir alle s € {1,...,7} gelten. Folglich wéhlen wir

s i _<1‘j+1,vz’> _ _<$j+1avi>
AR —
iy Ui T
Vi, v [[oi]]?
Fassen wir zusammen: Die Vektoren vy, ..., v, werden rekursiv definiert durch
J
. . (541, v8) ,
V1 '*= 21, Uj+1.:{l}j+1—272’uk (]Zl,...,ﬂ—l).
2 o]
Man beachte: Die Vektoren x1, ..., z, sind nach Voraussetzung linear unabhéngig; daher gilt 1 # 0

und x4 ¢ Lin(z1,...,2;) = Lin(vy,...,v;) fir j =1,...,n — 1, und damit folgt v; # 0 fiir alle j.
Somit ist die Division durch ||vg||? moglich.
Setzen wir nun noch w; := v;/[|v;||, so haben wir das gesuchte Orthonormalsystem.

a) Man sieht leicht, dass die gegebenen Vektoren ¥, Z2, Z3 linear unabhéngig sind (Wie geht das
genau?). Es gilt

1 - 1
G = = (0 == o
1: =71 = ; T = - )
1 Hle \/§ 1
und wegen
2 1
(Zo,th)=(|2],{0])=2-T+2-0+0-1=2
0 1
erhalten wir
L L (@t 2 o (1 L . o 1 (1
Up 1= Ty — 575 U1 = 2t —= 10 =1|2¢ |, Up i = —— = —= | 22
HU1H 0 2 1 -1 HU2H \/6 -1

(Beachte: Es gilt ||Ts|| = (]1]2 4 |2i|? + |—1[>)"/? = V/6.) Fiir die Berechnung von #3 brauchen
wir die Skalarprodukte

5 1
(Z3,01)=((3i],[0])=5-T+3i-0+1-1=6,
1

5 1
(g, ) =([3i], |20 |)=5-T+3i-2i+1-(-1)=5-6i>—1=10.
1 -1

Damit ergibt sich dann

2 L o 5 1 1 1
. . U3, V) _, . 6 10 1 ]
3 = 3_Z<H’(7H2 k= 37 —5 0 —F 21 :g —1 s
k=1 1"k 1 1 -1 -1
o1 (!

a’ .

3 === & |~
1ol V3 \



b) Wir wollen das Verfahren von Gram-Schmidt benutzen. Dazu priifen wir zuerst die gegebenen

Vektoren 11, 32, 3 auf lineare Unabhéngigkeit. Seien «, 3, € C mit

1 5 -3 a +56 -3y =0 (1)

1 1 3| . o +8 -3y =0 (2

aof g | Ot |70 = a +8 +9 =0 (3)
1 1 3 0 +8 =3y =0 (4

a 456 =3y =0 (1) a +58 =3y =0

66 -6y =0 (1)+(2) B = 0

= 48 —4y =0 1)-B) 0 =0
0 =0 (4)—(2 0 =0

Somit sind die Vektoren 41, ij2, i3 linear abhéngig, etwa —2¢; + ¢ + ¢3 = 0. Insbesondere ist
U3 = 21 — 2 € Lin(41, y2), woraus Lin(yi, 92, ¥3) = Lin(yi, y2) folgt. Der obigen Rechnung
kénnen wir auch entnehmen, dass i, %> linear unabhingig sind (Nehme anfangs v = 0).
Zur Berechnung einer Orthonormalbasis von Lin(¥, ¢2) fithren wir nun das Verfahren von
Gram-Schmidt durch:

1
R 1 o 1. 1| -1

=11, U === =—y1 ==
LU e T iririrr 2 T 2| 1
1

Den zweiten Vektor setzen wir v := ¢o — ati; mit a = <gj’2,ﬁ1> = %(5 —14+1—-1)=2. Also

5 1 4 4 2
L 1 ~1 2 L 1| 2 1|1
U2.2y1—2U1: 1 - 1 = 0 N ngmz\/ﬁ 0 :\/6 0
1 -1 2 2 1

Folglich ist (i, i2) eine Orthonormalbasis von Lin(%1, #2) = Lin(¢1, U2, ¥3)-

Aufgabe 4

a)

b)

Die Aussage ist wahr, denn der Nullvektor O ldsst sich als nichttriviale Linearkombination
von vi,...,Un,0 darstellen, z.B. durch O-v1 +...+0-v, +1-0 = 0. Hier haben wir zur
Verdeutlichung O fiir den Nullvektor in V' und 0 fiir die Zahl Null geschrieben.

Die Aussage ist falsch: Wir betrachten den Vektorraum V := C2. Dort sind 7 := &; = (1,0)
und ¢ := € = (0,1) linear unabhiingig, und genauso Z und 2" := €5 = (0, 1). Die Vektoren
und 7 sind jedoch nicht linear unabhingig, denn ¢ — Z = 0 ist eine nichttriviale Darstellung
des Nullvektors.

Die Aussage ist falsch: Gegenbeispiel siche Aufgabe 1 a). Alternativ kann man auch V := C!
mit x := 0, y := 0 und z := ¢ betrachten.

Die Aussage ist richtig: Da die Gleichung fiir alle y € V' gilt, also insbesondere fiir y = =,
haben wir <x, x> = 0. Nach Definition des Skalarprodukts kann dies aber nur fiir x = 0 der
Fall sein.

Die Aussage ist wahr: Wire ndmlich Lin(zy,...,2,) = V, so hitten wir <y, x> = 0 fiir alle
x € V. Aus d) folgte dann unmittelbar y = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung y # 0.



Aufgabe 5

a)

b)

-2 2
FirZ=|( 1 |undy=1| 0 | gilt
1 -2
—-2-0 -2
Ixy=\|2-411=|-2],
0—2 -2
-2 -2
@xy)-2=[-2|-(1|=-2(-2)+(-2)-1+(-2)-1=0
-2 1

[dieses Ergebnis war zu erwarten, weil stets Z x i sowohl orthogonal auf Z als auch orthogonal
auf 7 steht]. Fiir den Winkel 6, den die Vektoren Z und ¥ einschlielen, gilt

cosf = Ty _~22410+1:(72) 6 __\/g__\/g
EA - VATt vari v Vs T2
Hieraus folgt 6 = %r. Der Flacheninhalt des von # und ¢ aufgespannten Parallelogramms
lautet

—2
1Zxgl=1{-2]1=V(=2?2+(-2?2+(-22=Vi+4+4=2V3.
-2

Bemerkung: Fiir das Standardskalarprodukt im R™ ist auch die Notation @ -0 = > }_; ugvg
gebrauchlich, wobei @ = (uy,...,uy), 0 = (v1,...,v,) € R"™

Die linke Seite der Gleichung ist zwar definiert (eine Zahl), doch rechts steht das Kreuzprodukt
zweier reellen Zahlen, was nicht definiert ist. Daher gilt die Identitdt nicht.

(Selbst wenn man filschlicherweise x als Multiplikation reeller Zahlen mterpretleren wiirde,
ist die G1e1chung nicht korrekt. Belsplelswelse fir @ := e, b= €y,C := €3 gilt bxé= a, So
dass @- (b x @) = 1 ist. Andererseits ist @-b = @- & = 0. Folglich ist die Identitit auch in
diesem Fall nicht erfiillt.)
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