Karlsruher Institut fiir Technologie (KIT) Sommersemester 2011
Institut fiir Analysis

Dr. A. Miiller-Rettkowski

Dipl.-Math. M. Uhl

Ho6here Mathematik II fiir die Fachrichtungen
Elektroingenieurwesen und Physik inklusive
Komplexe Analysis und Integraltransformationen

Lésungsvorschliige zum 2. Ubungsblatt

Aufgabe 1

a)

b)

Diese Abbildung ist linear, denn fiir alle A € C und <zl> ) <zl> € C? gilt
2 2
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Die Darstellungsmatrix von f bzgl. der Standardbasen (€1, é) des C? und (€1, &, €3) des C3
ist gegeben durch

0o 7
1 1 ,
3 —4i
denn es gilt
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f(gl): i =0-€1+1i-€&+3-¢€3 und f(gg): 1 =7-é1+1-éy—4i-é;3.
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gilt, ist f nach Beispiel 19.5, 6. d) linear und A die Darstellungsmatrix von f bzgl. der
kanonischen Basen (€7, &) des C? und (€, €, €3) des C3.

8)) = <§> #* 0. Fiir eine lineare Abbildung ¢

muss jedoch stets ¢(0) = ¢(0-0) = 0- ¢(0) = 0 gelten.

Die Abbildung ist nicht linear, denn es gilt f (<

Sei @ € R3 mit ||@|| = 1 fest vorgegeben. Die Abbildung P;: R?* — R3, ¥+ (¥ @) a ist linear,
denn fiir alle #,% € R? und a € R ergibt sich mit den Eigenschaften des Skalarproduktes

PiaZ+79) = (aZ+79)-d)d=a(Z-d)d+ (- ad)d = aPz(Z) + P;(¥) .

Um die Darstellungsmatrix von P; beziiglich der Standardbasis (€7, €, €3) des R® anzugeben,
berechnen wir das Bild P;(€;) des Basisvektors €; (fir j € {1,2,3}) und stellen dieses als
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Linearkombination von €1, €2, €3 (den Basisvektoren im Zielraum) dar. Ist @ = (ay, ag,a3) =
a1€1 + a2 + azfs, so ergibt sich fiir jedes j € {1,2,3}

ajal
ng(é}') = (é} . Ef) a= ajc_i = a;ja2 = (aja1)€1 + (ajag)é'g + (ajag)é'g .
a;ag
ajal
Damit lautet die j-te Spalte der gesuchten Darstellungsmatrix: | ajas | fir j € {1,2,3}. Also
a;a3

ist die Darstellungsmatrix von Pj; beziiglich der Standardbasis des R? gleich

a% asa1 asail
ai1a9 a% asa9
ajasz az0a3 a%

Bemerkung: Wir kénnen alternative Basen des R? “vorne” und “hinten” wihlen (jedoch war
die Aufgabenstellung eine andere!). Sei etwa @ das erste Basiselement und &, € R3 so,
dass (@,,7) eine Orthonormalbasis des R? bildet. Diese Basis wihlen wir sowohl “vorne”
als auch “hinten”. Da @, Z, ¢y orthonormal sind, gilt dann Pz(d) = d = 1d + 0Z + 0y sowie
P;(Z) = P;(y) = 0 = 0d + 02 + 0y. Beziiglich dieser Basis hat die Darstellungsmatrix von Pz
die besonders einfache Gestalt
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Aufgabe 2

Aufgrund der Linearitét von ¢ gilt

d(e1) = p(e1 + €2+ €3) — Pp(ér + €3) = (€ — €3) — €1 = (—1)é1 + 1eér + (—1)é3,
H(E2) = p(ér + &3) — Pp(€3) = €1 — (261 + 3é> + 563) = (—1)é1 + (=3)é + (—5)es,
(;5(_’3) = 2€1 + 3€5 + 5é3.

Somit lautet die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der Standardbasis (€%, €, €3) des R3

-1 -1 2
1 -3 3
-1 -5 5

Bemerkung: Wenn nicht vorgegeben ist, beziiglich welcher Basen man eine Darstellungsmatrix
angeben soll, kann man die Aufgabe sehr elegant 16sen, indem man die Basen besonders geschickt

wahlt: Nimmt man

¢

‘vorne” etwa die Basis (€3, + €3, €1 + €2 + €3) und “hinten” die Basis (2¢; +

3€y + be3, €1, 2 — €3) (Man sieht leicht, dass es sich dabei tatssichlich um Basen des R? handelt),
dann bildet ¢ den j-ten Basisvektor der “vorderen” Basis auf den j-ten Basisvektor der “hinteren”
Basis ab, weshalb die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich dieser Basen die Einheitsmatrix EJ ist.
Beachte: ¢ ist nicht die Identitdtsabbildung!

Aufgabe 3

a)

Um zu begriinden, dass B := (v1,v2,v3,v4) eine Basis von W := Lin(v1, ve, v3, v4) ist, reicht es
zu zeigen, dass vy, v2, v3,v4 in C?((—7, 7)) linear unabhingig sind. Seien dazu c1, ¢z, c3,¢4 € C
mit cjvy + cove + c3v3 + cqvy = n. Hierbei bezeichnet n: (—mw,7) — R,z — 0, die Nullfunktion,
also den Nullvektor in C?((—n,7)). Fiir alle x € (—7,7) gilt dann

c18inx + cocosx + cgxrsinx + cqxcosz = 0.



b)

Insbesondere fiir © = 0 ergibt sich ¢co = 0. Dies fiihrt auf
c1sinx + cgrsine + cqxrcosz =0 fir alle x € (—m,m). (%)

Differenzieren wir diese Gleichung, so erhalten wir

€1CoST + c3xrcosx + cgsinx — cyxrsinx + cqgcosz =0 fir alle x € (—m, 7). (k)
Fiir x = 0 ist gemif (xx): ¢1 + ¢4 = 0. (I)
gilt nach (*x): c3 — c4 5 = 0. (II)
gilt nach (*): ¢ + c35 = 0. (III)

™

Lost man (IT) nach c3 auf und setzt dies in (III) ein, so bekommt man 0 = ¢1 + (c45)5 =

1+ %2&1. Subtraktion dieser Gleichung von (I) fithrt auf (1 — %2)04 =0, also ¢4 = 0. Laut (I)
und (II) muss damit auch ¢; = c¢3 = 0 gelten.

Fir z =

Fir x =

ISR

Insgesamt haben wir ¢; = ¢ = ¢3 = ¢4 = 0. Somit sind vy, vo, v3, v4 linear unabhéingig.

Wir zeigen zunéchst, dass fiir jedes f € W auch D(f) in W liegt. Sei dazu f € W, etwa
f = a1v1 + asvs + agvs + aqvy fiir gewisse Zahlen a1, a9, as, a4 € C. Dann ist f differenzierbar
und es gilt fiir alle z € (—m, )

D(f)(z) = f'(z) = (a3 — ag) sinz + (a1 + a4) cosz + azx cos z — a4z sin x.
Folglich liegt D(f) in W, so dass D tatséchlich von W nach W abbildet.
D ist linear, denn fiir alle o, 3 € C und f,g € W gilt
D(af +89) = (af + Bg)' = af' + By’ = aD(f) + D(g) .
Wegen

v))=vy=0-v1+1-v24+0-v3+0-uvy,

vy) =—v1 =(=1)-v1+0-v24+0-v3+0- vy,
v3)=vi+vg=1-v1+0-v2+0-v3+1- vy
vg) =vy—v3=0-v1+1-v9+(=1)-v3+0-v4

)

D

>
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(
(

lautet die Darstellungsmatrix M (D) von D bzgl. der Basis B := (v1,v2,v3,v4)

0 -1 1 0
1 0 0 1
MDY=y o o _1
0 0 1 0

Fiir die Darstellungsmatrix M (D?) von D? bzgl. der Basis B gilt

0 -1 1 0 0 -1 1 0 -1 0 0 =2
1 0 0 1 1 0 0 1 o -1 2 0

2\ _ 2 _ —
M(D7) = M(D)” = 0 0 0 -1 0o 0 0-1)] {0 0 -1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0o 0 0 -1

Auf das selbe Ergebnis kommen wir, wenn wir uns iiberlegen, wie die Koordinaten bzgl. der
Basis B der Bilder der Basisvektoren von W unter D? aussehen:

D*(v1) = D(D(v1)) = D(vg) = —vy = (=1) - v1 +0-v2+ 0-v3 + 0 - vy,

D?(vg) = D(D(v2)) = D(—v1) = —vg = 0-v1 4 (—=1) -va +0-v3 4+ 0 - vy,

D?(v3) = D(D(v3)) = D(vy +v4) =209 —v3=0-v1 +2-vg 4 (—=1) -v34+0- vy,
D?*(vy) = D(D(v4)) = D(vg —w3) = =201 —wvg = (—=2)-v1 +0-v3 +0-v3+ (—1) - vy

Also besteht die k-te Spalte der Darstellungsmatrix exakt aus den Koordinaten von D?(vy)
bzgl. der Basis B (fiir k = 1,2,3,4).



d) Die Koordinaten der Funktion g bzgl. der Basis B sind . Daher ergibt sich fiir die

S N OO

Koordinaten von D?(g) bzgl. der Basis B

0 -1 0 0 =2\ /0 0
o5l o -1 2 ofls] [-1
MO 9l =1o o -1 off2] = =2
0 0 0 0 -1/ \0 0

also D?(g) = 0-vy + (=1) - vg + (=2) - v3 4+ 0 - v4 = —vg — 203.

Auf dieses Ergebnis kommen wir durch Differenzieren von g: ¢’'(z) = 2sin z+2x cos z —5sin z,
g"(zr) =2cosx+2cosx—2xsinz—5cosz = —cosz—2zxsinx = —vy(z) —2v3(x), x € (—m, 7).

Aufgabe 4

Wir verwenden die folgende Eigenschaft des Vektorprodukts (vgl. Bemerkung 2 in 18.6):
Zwei Vektoren Z, 7 € R? sind genau dann linear abhingig, wenn # x ¢ = 0 gilt.

Beweis: “=": Die Vektoren Z, 7 € R? seien linear abhiingig, also = 0 oder ¢ = AZ fiir ein A € R.
Ist =0, s0gilt £ x ¥ =0x ¢y =0. Ist f = A%, so gilt nach Satz 7 1. aus Kapitel 18

IXT=M\)XT=ATx§) =A0=0.

“e”: Bs gelte Zx ¢ = 0. Ist £ = 0 oder ¥ = 0, so sind Z, 7 linear abhéngig. Nun seien # # 0 und
iy # 0. Nach Satz 7 7. aus Kapitel 18 gilt

0= [lZx gl = lZ]l |7]] sin(£(Z, ),  also  sin(£(Z,7)) =0.

Hieraus folgt Z(Z,4) = 0 oder Z(Z, ) = m. Das bedeutet, dass # und ¥ in die selbe Richtung zeigen,
d.h. dass es ein A € R gibt mit ¢ = AZ. Somit sind auch in diesem Fall Z, ¥ linear abhéngig.

Kernd: Setze F := (1,1,1). Es sei & € R3 mit (%) = 0, also mit #x F' = 0. Nach der Vorbemerkung
ist dies dquivalent dazu, dass £ und F' linear abhéngig sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn &
in Lin(F) liegt. Infolgedessen ist Kern® = Lin(F’). Insbesondere ist dim Kernd = 1.

Bild¥: Wir iiberlegen uns zunéchst die Dimension von Bild#¢. Da 9 linear ist, gilt nach der Di-
mensionsformel dim Bild ¢ + dim Kern 1) = dim R3 = 3. Wegen dim Kern ¥ = 1 muss dim Bild ¢ = 2
gelten. Deshalb sind wir fertig, sobald wir zwei linear unabhingige Vektoren wi, ws aus Bild v
gefunden haben. Dann ist nidmlich Bildd = Lin(wl,wg) Doch wie finden er wh, wo? Nach Satz
7 6. aus Kapitel 18 gilt stets # x F L F, also 9(Z) L F. Wir wiihlen zwei zu F orthogonale, linear
unabhéingige Vektoren, etwa w; := (—1,1,0) und @y := (—1,0,1), und begriinden, dass sowohl @
als auch sy in Bild ¥ liegen, d.h. dass es 1,72 € R? gibt mit 9(#1) = @ und 9(F2) = Wa. Ist
1 = (21, 22, 23), so gilt

Z1 1 Z92 — Z3
’19(51) = fl x F = z9 X 1 = |23 — 21
z3 1 Z1 — k9

Beispielsweise fiir (21, 20, 23) = (1,1,2) ist dies gleich (—1,1,0) = ;. Mit einer &hnlichen Uberle-
gung sehen wir 9((2,1,2)) = (2,1,2) x F = .

Bemerkung: Ist F € R3\ {0} ein beliebig vorgegebener Vektor und 9: R® — R? definiert durch
#— (&) := & x F, so kann man allgemein zeigen: Bildd = {7 € R® | § L F}, Kernd = Lin(F).



Aufgabe 5

“=":Sei f: V — W ein Isomorphismus. Um zu begriinden, dass (f(v1),..., f(v,)) eine Basis von
W bildet, miissen wir folgendes zeigen:

i) Lin(f(vi),..., f(vn)) =W und ii) f(vi),..., f(vn) sind linear unabhéngig.

Zu i) “C”: Wegen f(vg) € W fiir jedes k = 1,...,n ist diese Inklusion erfiillt.

“237: Sei w € W. Wir wollen zeigen, dass w in Lin(f(v1),..., f(v,)) liegt, dass also w als Linear-
kombination der f(v1),..., f(v,) geschrieben werden kann. Wegen f(V) = W (f war als surjektiv
vorausgesetzt) existiert zu w ein v € V mit w = f(v). Da (vi,...,v,) eine Basis von V bildet,
existieren Zahlen a1,...,a, € C mit v = ajv1 + ... + anv,. Deshalb ist

w=f)= flav1 + ...+ apvy) =arf(vi) + ...+ anf(vy) € Lin(f(v1),..., f(vn)).

Zuii) Seien ay, . ..,an, € Cmit a f(vi)+...4+anf(vy,) = 0. Da f linear ist, folgt f(ajv1+...+apvy,) =
0. Da f injektiv ist, folgt ayjvy + ...+ apv, = 0 und aus der linearen Unabhéngigkeit der vy, ..., v,
folgt dann ay = ... =a, = 0.

“<”: Nun sei (f(v1),..., f(v,)) eine Basis von W. Um die Isomorphie von f nachzuweisen, miissen
wir begriinden, dass f injektiv und surjektiv ist.

Beh.: f ist injektiv. Wir zeigen die dquivalente Aussage (vgl. Ubung) Kern f = {0}.

Sei v € Kern f. Da v € V und (vy,...,v,) eine Basis von V ist, existieren ai,...,a, € C mit
v=aiv1 + ...+ apv,. Also ist

0= f(v) = flav1 + ...+ apvn) = a1 f(vi) + ... + anf(vn).

Da f(v1),..., f(vy,) linear unabhéngig sind, folgt a; = ... = a, = 0. Also ist v = 0, d.h. Kern f C
{0}. Aufgrund der Linearitét von f ist die andere Inklusion {0} C Kern f klar.

Beh.: f ist surjektiv. Sei w € W. Da (f(v1),..., f(v,)) eine Basis von W ist, existieren Zahlen
aly...,anp € Cmit w=a1f(vy) +... +anf(vp) = flarvr + ...+ apvy). Ist v :=a1v1 + ... + ayv,
gesetzt, so gilt w = f(v), also W C f(V). Die Inklusion f(V) C W ist wegen f: V — W klar.

Aufgabe 6

a) Die Summe A+C ist nicht definiert, weil die Spaltenanzahl von A und C' nicht iibereinstimmt.
Auch das Produkt CB ist undefiniert, denn bei Matrizenprodukten muss die Anzahl der
Spalten des ersten Faktors gleich der Anzahl der Zeilen des zweiten Faktors sein. Alle anderen
Ausdriicke kénnen wir berechnen:

32 2
A+B=| 1 0 3—i
24i 7 -3
3i 0
3c=|(3 -3
6 6
2 3 -1\ /1 —i 3 24+3i —3-5i 6+6i
AB=[ 0 1 1-i|[1 =1 2]=| 1 2 — 3 2
24i 4 —-3)\0 3 0 6+i —12—2i 1443
1 —i 3 2 3 -1 8+3i 12+2i —11—i
BA=|1 -1 2 0 1 1—i|=[64+2 7+3 -8+i
0 3 0/ \2+i 4 -3 0 3 3 3i
3 2% 2 i 0 445 6
A+B)C=| 1 0 3—i||1 —i|=[6-i 6—2i
24+i 7 -3/ \2 2 2%  —6—Ti



2 0 2—1 1 0 4 4—-—2
A*C = | -3¢ 1 4 1 -l =112 8&8—1
-1 1+¢ -3 2 2 -5 —-5—1
. 1 — 3 . .
B = <(Z) —12 §> Lobz2)= <1—+z'l 6—6H‘ 2—+2?Z>
3 0
b) i) Esgilt
T Q1] 12 Q13 Y1 T a11Y1 + a12Yy2 + Q13Y3
T-(Ay) = a2 | - (a1 a2 asz | (y2])= 22| | a1 + a22y2 + a23ys
3 Q3] Q32 Q33 Y3 T3 a31Y1 + a32y2 + a33y3
= z1(any1 + a12y2 + a13ys) + za(a21y1 + o2y2 + a23ys) + x3(az1y1 + asay2 + assys)
3 3 3 3
= Zl‘z‘(aiﬂh + Qi2Yz + Qizys) = sz Zaijyj = Z Qij i Yy -
i=1 i=1  j=1 ij=1
Insbesondere ist - (Ay) € C.
ii) Es gilt
FHA-AYZ=@TA-dTAT) i =T Az — 2T AT %, (%)

Wegen &7 A7 — #-(A7) € Cist & A7 = (#7 Az)T 2% #T AT ()T — 7 ATZ Deshalb
ergibt sich in (x): 0. Hiermit folgt auch

T A+ AT = (@ZTA+ 7T AT 2 = #T Az 4+ 2T AT 2 = 25T Az

lor oo

IA— li11 112 /0 1 _ 0 11+ 219
lor lo) \O 2 0 lo1+2l92)"
Also gilt LA = 0 genau dann, wenn l11 + 2l15 = 0 und lo; + 2ls9 = 0 sind. Wir konnen [19

und l99 beliebig wihlen, etwa l19 = s € R und Iy =t € R. Es muss nun gelten [1; = —2s und
loy = —2t. Folglich gilt LA = 0 genau fiir Matrizen der Form

—25 s -2 1 0 0 o
L_<—2t t>—5<0 0)+t<_2 1), s,t € R beliebig.

c) Sei A= <8 ;) Fiir L = (lij)%j:l _ <l11 l12> € R(2) gil
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