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Aufgabe 1

Die reelle Matrix A ist symmetrisch. Es gibt daher ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren
@, Ca, @3 mit zugehorigen Eigenwerten A1, A2, A3. (Es miissen nicht unbedingt drei verschiedene
Eigenwerte sein.) Wir wissen, dass det(A) = A1 A2z gilt.

Wir halten auBerdem noch folgendes fest: Ist A positiv definit, so gilt dies auch fir A; := (g} &?),
denn fiir beliebige z1,x2 € R mit (21, 22) # (0,0) ist dann

1 x1
(ml xg) <Zl 22> <i1> = (a:l xg) (Zl 22 23) To | = (xl T9 O) Alxzy | >0.
2 a4 2 2 Q4 A5 0 0

Zum Beweis der Aquivalenz: Mit A ist auch A; positiv definit, und aus der Vorlesung wissen wir,
dass dies dquivalent ist zu a; > 0 und det(A;) > 0 (vgl. Satz 2 in Kapitel 25). Da A positiv definit
ist, miissen alle Eigenwerte > 0 sein, d. h. es gilt auch det(A) = A\ AaA3 > 0.

Ist umgekehrt die rechte Seite der zu beweisenden Aquivalenz erfiillt, so folgt, dass A; positiv definit
ist und zudem AjAg A3 > 0 gilt. Angenommen, A sei nicht positiv definit. Dann muss mindestens ein
Figenwert < 0 sein. Wegen A\ A2A3 > 0 bedeutet das aber: Zwei der Eigenwerte miissen < 0 sein;
0.B.d.A. seien dies A; und . Fiir beliebige o, € R mit («, 5) # (0,0) gilt dann (weil €1, ¢, ¢3 ein
Orthonormalsystem ist)

(0451 + ﬁEQ)TA(Oin + 552) = (0451 + ﬁEQ)T(Oz)\la + ﬁ)\zgg)
= &® ML G+ aBNEl e + afME] G+ PAadl B = o\ + (%A < 0.
Jetzt wihlen wir («, 8) # (0,0) derart, dass der Vektor 7 := ac) + (3¢ als dritte Komponente 0 hat.

Es gilt also & = (u,v,0) mit gewissen 1, v € R, und fiir #1 := (p, v) ergibt sich #{ A7 = FTAZ < 0,
im Widerspruch zur positiven Definitheit von A;. Damit ist die Aquivalenz gezeigt.

Als Kriterium fiir negative Definitheit erhalten wir:

A ist negativ definit <= —A ist positiv definit <=
—a; >0, det(—A4;) >0, det(—A4) >0 < a; <0, det(A4;) >0, det(4) <0

Das Vorzeichen der Determinanten muss also, mit — beginnend, abwechseln.

Bemerkung: Die entsprechenden Aussagen kann man auch fiir Matrizen A € R(™") zeigen: Eine
symmetrische Matrix A = (a;x);x € R jst positiv definit genau dann, wenn alle Hauptunterde-
terminanten von A positiv sind, d.h. wenn

ail ce.o Q1m
det | -, : >0

Aml - Amm

fir alle m =1,2,...,n gilt.
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Aufgabe 2
Fiir die symmetrische Matrix Ag verwenden wir das Kriterium aus Aufgabe 1. Es gilt

1 -2

1>0 und det <2 3

>:8—4:4>0;

die ersten beiden Hauptunterdeterminanten sind also positiv. Die Matrix Ag ist somit genau dann
positiv definit, wenn ihre Determinante > 0 ausfillt. Wegen

1 -2 0 1 =2 0 18
det | =2 8 ) =[z,z122) det | 0 4 5] =Entw.n.s5y) det (ﬂ ) =4 -
0o 5 1 0 B 1

ergibt sich: Ag ist positiv definit <= 0<4—-3? < [B|<2 <= —-2<p<2.
Nun zur Matrix B: Fiir n = 1 ist B = (1) positiv definit. Im Fall n > 2 ist

1 2 0 v eer e 0
2 1 2 0 - .o 0
0 2 1 2
2 1 2 0
0 2 1
0 0 1

1 1
2 2
Bi= |0 sowie  #Bf¥=(1 0 0 -~ 0)[0]=1>0,
0 0
wahrend sich fir ¢ :=¢€; — é» = (1,—1,0,...,0) € R”
-1 -1
1 1
-2 r -2
Bij=1 o sowie gBj=(1 -100 -~ 0)| (o |=-2<0
0 0

ergibt. Somit ist die Matrix B indefinit.

Aufgabe 3
a) Voriiberlegung: Sei A € C(™") eine Matrix. Bezeichnet a; die j-te Spalte von A, so gilt

=T =T, =T =T

ay ay dy dp do --- d dp
@ @& oa @ a @ a
A*A = 2 (C—L»l 62 C_I:n) . 2 Ul 2 G2 2 0n
T.T T,Z'—‘—» T'f_, . TI‘—‘—»
Qnp, an a1 An A2 -+ Qp G
(ay,dr) (do,dn) (@, d1)
B (dy,d2) (d2,do) (@, d2)
<617 an> <627 Ein> <6na a:n>



b)

In A*A ist also (dj, dy) das Element in der k-ten Zeile und j-ten Spalte. Hiermit erhalten wir

A ist unitéir — A*A=E, — (@j,dy) = 0y fiir alle j,k € {1,2,...,n}
dig Ch=n (d1,da,...,d,) ist Orthonormalbasis des C".

Die beiden gegebenen Vektoren haben Norm 1 und sind orthogonal zueinander. Wir suchen
nun einen Vektor Z'= (z1, 22, 23) € C3 mit

i/V?2 1/2
Z-1/v2])=0 und (| -i/2 |)=0.
0 (1—1)/2

Komponentenweise geschrieben (und mit v/2 bzw. 2 durchmultipliziert) heifit das
—iz1— 29 =0 und z1+izo+ (1+1d)z3 =0.

Die erste Gleichung kénnen wir mit z; = 1 und 2o = —i erfiillen. Die zweite Gleichung liefert
dann 2 + (1 +4)z3 = 0, also z3 = —2/(1 + i) = —1 + i. Den so gefundenen Vektor z miissen
wir nun noch normieren, also durch seine Norm teilen. Wir ergéinzen daher den Vektor

1 1,
= —1
-1+

Bemerkung: Der zu ergénzende Vektor ist nicht eindeutig bestimmt; man kann ihn mit belie-
bigen Konstanten ¢ € C, fiir die |c¢| = 1 gilt, multiplizieren.

Im folgenden sei A € C™™ eine unitéire Matrix.
i) Sei Z € C". Dann gilt
|AZ|? = (AZ,A%) = (AT AZ=F A Az=F (A" A)7=7 7= (5,7 = ||Z]>

ii) Sei A € C ein Eigenwert von A und Z € C"\ {0} ein zugehoriger Eigenvektor. Dann
erhélt man mit i)

JZ12 = (5, 2) = (A%, AZ) = (A5, A8) = ME D) = AN(E 2) = A2 ) = P22
Division mit ||2]|? # 0 liefert |A|> = 1, also |A| = 1.

Aufgabe 4

e Die Niveaulinie N,(f) ergibt sich aus der Gleichung f(z,y) = ¢, also

x2+y2:c.

Fiir ¢ < 0 erhalten wir die leere Menge, fiir ¢ = 0 nur den Nullpunkt und fiir ¢ > 0 einen Kreis um
(0,0) mit Radius +/c. Dies ergibt die folgende Skizze, wobei der kleinere Kreis den Radius 1 und
der groBere den Radius v/2 hat:

)



e Die Gleichung zy = ¢ hat fiir ¢ = 0 die Losungsmenge {(z,y) € R? | z = 0 oder y = 0}. Fiir
¢ # 0 erhidlt man das Schaubild der Funktion y = ¢/z, die Niveaulinien sind also Hyperbeln. Die
Skizze sieht wie folgt aus, wobei Ny aus den beiden Achsen besteht:

|
T

Ny

|
T

Y

Ny

e Hier erhalten wir die Gleichung y? = ¢ + 22, also |y| = Ve + 22 bzw. y = £v/c + 22. Es ergibt
sich das folgende Bild, wobei Ny aus den beiden Winkelhalbierenden besteht:

Y4
N, 1
N, N_3
N7
T T N_l T T x
N_o Ny
/\

Bemerkung: Wegen h(x,y) = (y — z)(y + x) erhalten wir das gleiche Bild wie bei der Funktion g,
allerdings gedreht und mit anderen Langen.

Aufgabe 5

a) Will man den ersten der beiden angegebenen Grenzwerte, also

lim h(x) mit  h(z) = lif% f(z,y),
y—

z—0
bestimmen, so muss man h(x) nur fiir z # 0 betrachten. Fiir jedes x # 0 gilt

l‘2 + y2 y—0 1E2 + 0
x2y? + (x — y)? 0+ (x—0)2

flz,y) = =1,
d.h. man hat h(x) =1 fiir alle x # 0. Also ergibt sich

tim (lim f(z,y)) = lim h(x) = 1 = 7(0,0).

=



und wegen f(x,y) = f(y,x) erhélt man dann auch

lim (1im f(,y)) = lim (lim f(y.2)) = lim h(y) =1 = £(0,0).

k—o0

Trotzdem ist die Funktion f im Punkt (0,0) unstetig, denn es gilt (£, +) —— (0,0) und

1/k? +1/k? 9 k—oo
= :2 —_—
)= Fwto ~ >

Bl

f(3

b) i) Fir (z,y) # (0,0) gilt

f(:I: y)_ x2+y2 ‘ /$2+y2+1+1_(x2+y2)( /.’E2+y2+1+1)
’ V411 Ja2+y2+1+1 (z*+y*+1) -1
=Var+y?+1+1

und damit ergibt sich unmittelbar

f(x’y)ww/02+02+1+1:2_

ii) Fiir z # 0 gilt

2
f(z,0)=0 =9 und flz,x) = v %, lim

e$2—1 tHOet—l_

L,

d.h. bei unterschiedlicher Anndherung an den Nullpunkt erhélt man verschiedene Werte.
Folglich existiert der Grenzwert lim, ) (0,0) f(,y) nicht.

Aufgabe 6
a) Wegen

17 ()% = | L . cost |2 = (1 —cost)? +sin®t = 1 — 2cost + cos®t + sin®¢
sint

=2 —2cost = 2(1 —cos(it + 3t)) = 2(1 — cos®(3t) + sin?(3¢)) = 4sin?(3¢).

st

27 27 27
/ 17 (1)l dt :/ 2lsin(Le)] dt = 2/ sin(1) dt = —dcos(1t)| T, = 8.
0 0 0

T T

™ 2 T

Bemerkungen: (1) Der Wert des Integrals fozTer’”(t)H dt ist die Liange L(7) der Kurve 7.

(2) Die Kurve 7 heifit Zykloide. Sie ist die Bahn, die ein Kreispunkt beim Abrollen eines
Kreises auf einer Geraden beschreibt.



b) Hier befinden wir uns in der komplexen Zahlenebene C, welche wir als R? auffassen. Wegen
¥ = cos p + isin ¢ ist die Kurve 7(p) = (@ cos @, psin @), ¢ € [0,27], in R? gemeint.

Mit .
N COS p — SN Y

7o) = (G )
@+ pcosp

ergibt sich

17 (@) ||* = (cos ¢ — psing)? + (sing + pcosp)?
= cos? ¢ — 2p cos psin ¢ + ¢? sin? ¢ + sin? ¢ 4 2¢ cos @ sin ¢ + 2 cos?
:1—1—902

und daher

27r_‘ 21 2T 1+S02+ 1+¢2
/OIIT’(w)IIdSOZ 0 ww?d@:/o v VIt

2
1/27r< 1+¢2 > 1 2 1 S02
= ———+V14+¢? | dp= / +V1+¢? ) dp
2Jo \V1+¢? Site it
1 2
= — ( Arsinh ¢ + 1+ 2 :fArsinh 2m) + /1 + 472
B YT @ 2 9

»=0

Bemerkung: Diese Kurve helﬁt Archzmedzsche szmle Wir haben eben nachgerechnet, dass
sich fiir ihre Lénge L(z) = 0 )| dp = f ©)|| dp = 2 Arsinh(27) +mv/1 + 472 ergibt.
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