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Aufgabe 1

a) Fir -1<t<1gil

1/V1 =12

1
—t/VI—
Fiir to € (—1,1) ist daher

Arcsin ty 1/\/1 —t3

(to) 4+ X' (to) = to + A ) ER,

V1-13 —to/\/l—tQ

eine Parameterdarstellung der Tangente im Punkt 7(tg).

b) Fiir ¢t € [-1, 1] haben wir

/|| |d7'—/ 1/ dT—\[AI‘CSlnT‘ V2 (Arcsint + Z).

Folglich hat die Kurve 7 die Linge L(7) = g(1) = v/2 7. Wegen

g(t) =s — = Arcsint — t= Sin(%ﬂs - I

ol 3

ist g71: [0,v27] — [—1,1], s — g7 1(s) = sin(3v2s — Z) = —cos(3v/2 ). Damit lautet die
Parametrisierung von 7 beziiglich der Bogenlange (oder auch natiirliche Darstellung von )

DN

a(s) =7(g " (s)) = —§OS(%\@S) . sel0,v27].

Aufgabe 2

Es handelt sich um den Schnitt der Oberfliche der Kugel um (0,0,0) mit Radius 1 und der Ebene
x + z = 1; dies ist ein Kreis. Setzen wir z = 1 — x in die Kugelgleichung ein, so erhalten wir

4P+ (1—2)* =1, also 222 -2x+y*=0.
Wir dividieren durch 2 und nehmen eine quadratische Ergénzung vor:
(&= 52— (1 + (L)’ =0
Bei dieser Gleichung parametrisieren wir nun wie folgt:

x — § = 3cost, %y:%sint (t €10,2m]).
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Dann haben wir x = % + %Cos t,y = % 2sint und es folgt 2z =1—x = % — 5 cost. Damit haben

wir eine eine Parametrisierung der Menge bestimmt:

1 1+ cost
7(t) = 3 V2 sint (t €10,27]).
1—cost
—sint
Der Tangentialvektor im Punkt 7(t) lautet 7/(t) = 3 [ v/2cost | . Fiir die Bogenlénge ergibt sich
sint

/H ldr = /\/sm T+ 20027 +sindrdr = = /fdr—t/f (t € [0,27),

also gilt L(7) = g(27) = v2m. Wegen g~ '(s) = /25 fiir s € [0,4/27] ist die Darstellung von 7
beziiglich der Bogenldnge gegeben durch

1 1+ cos(v/2s)
o(s) =797 () = 5 | V2sin(v2s) (s € [0, V2)).
1 —cos(v/25)
Aufgabe 3

a) Die partielle Ableitung von f: R? — R nach x im Punkt #y = (x,y) € R? ist die Richtungs-
ableitung von f in Zy in Richtung des ersten Einheitsvektors €1 = (1,0), also

Dy (7o) = D, (7o) = lim - (F(Fo + 1) — £(F)) = lim = (£((x ) +1(1,0)) = f(z,))
= lim + (F(z +1,) — f(x,9)).

Fiir festes y € R ist dies gerade der Differenzenquotient der Funktion R — R, =z — f(x,y).
Um die partielle Ableitung von f nach x zu berechnen, kénnen wir also f(x,y) nach x differ-
enzieren, wobei wir y als eine Konstante betrachten.

Entsprechendes erhalten wir fiir die partielle Ableitung nach .

Die partiellen Ableitungen erster Ordnung sind
Dy f(x,y) = 32% — day® + 4y° und Dof(x,y) = —da’y + 122y + 49

Daraus ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
Dif(z,y) = 6z — 4y°, D2f(z,y) = —4a® + 24ay + 12y2,
DDy f(x,y) = —8zy +12y*,  DiDaf(x,y) = —8ay +12y°.

Bemerkung: Dass D1 Do f = Do D1 f gilt, war wegen des Satzes von Schwarz schon vorher klar,
denn die Funktion f: R? — R ist zweimal stetig differenzierbar.

b) Hier haben wir
D1 f(z,y) = 206 + (o2 + y?)ye = (2% + 20 + )
Daf (2,y) = 2ye™ + (2% + y*)we™ = (2° + 2y + 2y)e™
Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung lauten
Dif(z,y) = 22y +2)e™ + (2%y + v + 2x)ye™ = (2%y* + day + y* + 2)e™
D3f(z,y) = (2zy + 2)e™ + (22 + 2y + 2y)ze™ = (z* + 2%y* + day + 2)e™
D1Dof(x,y) = (322 +y*)e™ + (22 + xy® + 2y)ye™ = (xy + 32° + xy® + 3y*)e™
= DoD1 f(x,y).



Nach Definition gilt fiir die Richtungsableitung von f im Punkt o = (z,y) € R? in Richtung
U= (v1,v2) = (1,1)

1
0t
1
_ %g% % (((x + tUl)Q + (y + th)Z)e(z-i-tvl)(y-i-tvz) _ (:EQ + y2)€zy>
1
= %r% : <(m2 + 2tzvy + t20? + % 4 2tyvy + t%%)exyet(y”1+x“2)et2”1“2 — (2 + y2)e”y>
1
= %m(l) : <(a: + % + 2t(zvy + yv2) + 2V + v ))e“yet(y”l””)e’%“’2 —(z* + yQ)ezy)
= %jr% % ((952 + y2)eacy (et(yv1+mvz)et2v1vz o 1) + 2t($v1 + yv2)e$yet(yvl+mv2)6t2v1v2

2
+t2(v? + v%)ewet(y”””z)et ”1”2) .

2 .
Zur Berechnung von %(et(y”ﬁ“?)et v1v2 — 1) setzen wir «a := yvy + zve und [ = vive und

betrachten die durch g(t) := et +BE? gegebene Funktion g: R — R. Dann ist g differenzierbar
auf R mit ¢/(t) = (a + 26t)e® P Nun gilt

1 1
%E}% E(et(yv1+:va2)et%wz _ 1) — %g% ;(g(t) _ 9(0)) — gl(O) = a = yv1 + 20s.

Also erhalten wir
Dyf(z,y) = (2 + y*)e*™ (yv1 + ava) + 2(zv1 + yva)e™ - 140
= ((2* +y*)(y+2) +2(z +y))
= e"(@+y)(@® +y° +2).
Die Richtungsableitung Dzf kann man auch eleganter bestimmen: Da die partiellen Ablei-
tungen D1 f, Do f von f stetig sind, ist f differenzierbar. Deshalb gilt nach Satz 1 in 30.4 fiir
alle (z,y) € R?
Daf(z,y) = f'(2,9) 5= (D1 f(2,5) Daf(z,y)) <Z;) e (a2 4 24y @Bty 4 2) G)
= e (22y 4+ 22 4+ 3> + 2% + 2y® + 2y) = e (z +y) (2 + oy +2).
c¢) Firz,y € Rund z € (0,00) sind
Dif(x,y,2z) =¢€"/z, Dof(z,y,2) =xe¥/z, Dsf(x,y,z) = —xe¥/2?.
Weiter haben wir
D?f(z,y,2) =0, D2f(z,y,2) = ze¥/z, D3f(x,y,2) = 2ze¥ /23,
Und schliefllich noch die gemischten Ableitungen zweiter Ordnung;:
DyDi f(z,y,2) = €¥/z = D1Dsy f(z,y,2),
D3D1f(x,y,2) = —e¥/2* = DiDsf(x,y,2),
D3Dsf(z,y,2) = —we’/2* = DaD3f(z,y,2) .
Aufgabe 4

Da die Jakobimatrix von f_: deren Komponentenfunktionen wir mit fi, fs, f3 bezeichnen, an der
Stelle (r, 6, 2) € (0,00) x (0,2) x R

Difi(r,¢,2) Dafi(r,¢,2) Dsfi(r,¢,2) cos¢ —rsing 0

Jf_'(rv ¢,2) = | D1fa(r,¢,2) Dofo(r,¢,2) Dsfao(r,¢,z) | = | sing rcos¢p 0
D1f3(r,¢,2) Dafs(r,¢,2) Ds3fs(r,¢,z) 0 0 1

lautet, erhilt man det( 7(r,0,2)) =[Entw. 53 1 - det (Z?rfg ;Zzisnf) =r(cos? ¢ +sin® ¢) = r.

Bemerkung: Die Funktlon f bildet die Zylinderkoordinaten (r, ¢, 2) eines Punktes im R? auf seine
kartesischen Koordinaten ab.



Aufgabe 5

a)

b)

d)

Auf R?\ {(0,0)} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig. Stetigkeit von f in (0,0):

k—o0

Gilt (0,0) # (zk, yx) — (0,0), so folgt my, := max{|zk|, |yx|} —— 0, und dies liefert dann

il + ojye] _ mi +mj P
|f($kayk)| < ka T kg < ka k — 2my /=, 0.
ET Yk k

Das bedeutet f(zg,yr) — 0= £(0,0), womit die Stetigkeit von f auf ganz R? bewiesen ist.
Fiir (z,y) # (0,0) erhalten wir mit Hilfe der Quotientenregel

—2zy(a® +y%) — (v° — 2%y)2 day®
Dy f(z,y) = (@2 + 42)?2 == (@2 + 42)?

und
(By* —2?)(a® +y%) — (4° —2%y)2y _ 4Py —a' 4y’
(2% + 42)2 (22 + 2)2

Im Punkt (0,0) dagegen miissen wir auf die Definition der partiellen Ableitung zuriickgehen:

Dgf(fﬁ, y) =

und
. f(O,t)—f(0,0) . 1 t3_0 .
D»f(0,0) = lim ; =iy ore o ant=h
Wegen »
DUk ) = gy = 1275 1 20= D100
Ul\e & (k=2 + k—2)2 LAY
wnd 1 0_k74+0 k—oo
Dy f(%,0) = 202 1 —— —1# 1= Dyf(0,0)

sind die partiellen Ableitungen von f in (0,0) nicht stetig.
Es sei 7 = (v1,v2) € R?\ {(0,0)} eine beliebige Richtung. Dann gilt

hv) - hvt, h
Dyf(0,0) = lim £((0,0) + ;) £(0,0) _ ;lfn%w
R0 h o (hor) o+ (heg)” h=0 h3(vi +v3)  h=0 vf + 03 vy + v3

Dies soll nun mit

wro0)-i= (1) (%) = v

=y <= v —vivy = va(v} +v3) = 20wy = 0.

verglichen werden. Es gilt
v3 — vivg

v% + v%
Gleichheit gilt also genau dann, wenn v; = 0 oder ve = 0 ist.

Nicht fiir alle Richtungen ¥ gilt die Gleichung Dzf(0,0) = (Vf(0,0)) - ¢. Folglich kann die
Funktion f in (0,0) nicht differenzierbar sein, denn sonst miisste diese Gleichung fiir alle
Richtungen v gelten.

Da die partiellen Ableitungen von f auf R?\ {(0,0)} stetig sind, ist f auf R?\ {(0,0)} stetig
partiell differenzierbar, also auch differenzierbar und fiir (x,y) # (0,0) gilt

T

1,2
= @ ey’ et aa’ytby!) cROY.

f/(xvy) = (Vf(az,y))



Aufgabe 6
Wir bestimmen zunéchst f/(zg,yo). Da f in (zg,yo) differenzierbar ist, gilt
f(x0,90)T = Dgf(x0,90) = =1 und  f'(20,90)0 = Dyf (w0, 90) = 2.

Setzen wir abkiirzend a := D;f(xo,y0) und B := Dyf(x0,y0), so ist f'(zo,y0) = (a (), also
' (xo,y0)d = a+ 26 und f'(z0,y0)7 = —a + 3. Obige Gleichungen lassen sich daher schreiben als

a+28=-1 und —a+p0=2.

Hieraus erhélt man durch Addieren 38 = 1, also § = %, und damit o = —%. Folglich ist f'(zo,y0) =

(—% %) € R2) und aufgrund der Differenzierbarkeit von f in (x,o) ergibt sich

Dgf(z0,y0) = f'(zo,y0)i = (-2 1) G) — 4

Wie wir aus der Vorlesung wissen (vgl. Satz 2 in 30.5), ist die gesuchte Richtung h gegeben durch

7_ Vi@oy) _ 1 <—5)
IVf(@o,wo)ll  v26 \ 1/~

Aufgabe 7

a) Auf R?\ {(0,0)} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig; wir miissen also nur noch
die Stetigkeit von f in (0,0) nachweisen: Wegen

22 — o2

‘$2_y2| - $2+y2 _
x? +y?

1»2_‘_:1/2 = $2+y2 -

1

gilt | f(z,y)| < |zy| fur alle (x,y) # (0,0). Damit folgt f(x,y) — 0 = f(0,0) fur (z,y) — (0,0).
b) Fir (z,y) # (0,0) ist

2 _,2 2,2 2 _,2
e —y 2x(x® +y*) — (z° — y°)2x
le(xay):y 2 2+x 2> (22 )
24y (22 4+ y?)
@ =)@ +y?) ey aly+da?y -y
(2% +y?)? (2% +y?)? (z2 +y2)2 7

und wegen f(u,v) = —f(v,u) ergibt sich daraus

f(l'?y"i_h)_f(xay) —f(y—l—h,x)—l—f(y,x)

L
h - 4 4 2,3 __ .5
_ i Wt ) f(y,x):_le(w):_y z+dy*a” —a°

h—0 h (2 + 22)2

Fiir (z,y) # (0,0) gilt also

_(Dif(ay) _ 1 (aty+da?y -y
Vf(l’;y) - <D2f(937y)> - m <1‘5 — 41‘3y2 _ xy4> .

Fiir die partiellen Ableitungen von f im Nullpunkt erhalten wir

D11 (0,0) = Jimy h == =0
und 0,0+ h) — £(0,0 0-0
D2f(0,0)  lim LQOHR = FO0) 1 0-0_

Somit ist V f(0,0) = (0,0).



c) Definitionsgemé&s gilt

. Dof(h,0) — Dof(0,0) .. Dof(h,0) .. 1 h°—0-0
D1D2£(0,0) }Llino h hoo h oo I (h?40)?
Ebenso erhélt man
. le(ovh’)_le(O7O) . -le(oah) . 0+0_h5
= = lim —22 = lim ——— = —1.
D2D17(0,0) = Jim, h o h n0 h(0 + )2
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