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Aufgabe 1

Zunéchst berechnen wir }é ¥ - d§ direkt mittels der Definition des Kurvenintegrals:
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Definiere die reguliren Kurven 71,7, 73: [0,1] — R? durch
_’1(2&) = (t>0)7 FQ(t) = (1_t7t)7 F3(t):(0’1_t)

Dann ist 7 eine Parametrisierung von v (fiir & = 1,2,3) und es gilt 71(1) = (1,0) = 7(0),
72(1) = (0,1) = 73(0) sowie 73(1) = (0,0) = 71(0). Da der positiv durchlaufene Rand des Dreiecks
mit den Eckpunkten (0,0), (1,0) und (0,1) durch v = 1 + 72 + 73 gegeben ist, erhélt man

}56-d§—/6-d§+/ﬁ-d§'+/ﬁ-d§.
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Fiir die drei Kurvenintegrale auf der rechten Seite ergibt sich
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Lsﬁ'd§:/ol (08+_2)(_1(_1t_)t)2) : (_01) dt:/ol(l—t)th: [—é(l—t):s]é:%,

Zusammen folgt
pods—z-T+z-—1
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Unter Verwendung des Gaufischen Integralsatzes in der Ebene lésst sich das Kurvenintegral folgen-
dermaflen ausrechnen:
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G C R? sei das Innere des Dreiecks mit den Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1). Dann ist G ein be-
schriinktes Gebiet, das gleichzeitig vom Typ G*) und Typ G ist. Es seien v, (z,y) == 2% + 2y
sowie va(x,y) := 2%y — y? gesetzt. Offenbar ist ¥ = (vq,v2) auf R? stetig differenzierbar und 7
stiickweise glatt, so dass die Voraussetzungen des Gauflschen Integralsatzes in der Ebene erfiillt
sind. Dieser liefert

;éa- a5 = [ [ (Drate.y) ~ Do) dlo) = [ [ 2oy~ 2 (o).
G G

Da der Integrand stetig ist, gilt

:/01(/01_1(2@—9;)@) dx:/ol[a:yQ—xy];gdx
:/01(93(1_x>2_x<1_x))dx:/ol(x3_x2)dx=4—;:—12.

Aufgabe 2

Setzen wir ¥(z,y) := (vi(z,y), vo(z,y)) mit v1(z,y) := —2?y und vo(x,y) := zy, dann ist ¥ auf R?
stetig differenzierbar und es gilt Dyvs(z,y) — Dovi(z,y) = y+ 22. Der GauBsche Integralsatz liefert

é [ +)de.y) = é [ (Dute) = oo o) = f, 75

Der positiv orientierte Rand 0G der offenen Einheitskreisscheibe G ist gegeben durch die regulire
Kurve 7(t) = (cost,sint) mit 0 < t < 27. Folglich ergibt sich
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o 21 () am (k)
= i/ sin®(2t) dt — |3 cos® t]tio = é/ sin®(u)du =" %27 =
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Hierbei verwendeten wir in (x) das Additionstheorem des Sinus 2 sint cost = sin(2t), in (xx) die
Substitution © = 2t und in (* * ) die Identitét fo% sin?(u) du = 7. Letztere kann man z.B. mit
Hilfe von partieller Integration zeigen oder auch folgendermaflen einsehen: Zuerst bemerken wir
fo% sin?(u) du = 0% cos?(u) du. In der Tat ist aufgrund der 27-Periodizit#it von cos
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Subst. v=t+27 [7 o
oSk e / cos?(v) dv + / cos?(t) dt = / cos’(t) dt.
3 0 0
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Damit erhalten wir
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Aufgabe 3
Die Menge G ist ein Kreisring um den Punkt (1,0) mit innerem Radius 1 und duerem Radius 2
y y
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Um das Bereichsintegral iiber G' zu berechnen, fithren wir Polarkoordinaten ein:
x=14rcosep, y=rsing, d(z,y) =rd(ry), 1<r<2, 0<p<2r.

Wegen Divy(z,y) = 2zy und Dav;(x,y) = x erhalten wir

/ Dyve(x,y) — Davy(x, y d(z,y) // 2xy — x)d(x,y)
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= /1 —27trdr = [—7rr2]i:1 =—-7m(4—1)=-37.
Nun miissen wir das Kurvenintegral berechnen; dabei ist 0G der positiv orientierte Rand von G.

Hier besteht OG also aus zwei Kurven v; und ~y, (siehe Skizze); beide sind so orientiert, dass G
jeweils links liegt. Wir berechnen nun fv U - d§ fiir die durch

N 1+ pcost
= <t<K
7(t) ( peint ) (0 < t<2n)

gegebene Kurve v, denn fiir ¢ = 1 ist dies —v1, und fiir ¢ = 2 erhalten wir 2. Es gilt
2 L,
/a. ds = / ! (”l(r(t))> () dt
5 o \va(r(t))
/2’T (14 ocost)? + (14 pcost)psint —osint
= dt
0 (14 gcost)?psint — (gsint)? ocost
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/ (—gsint — 292 costsint — Q3 sintcos®t — Q2 sin? ¢ — 93 costsin’t
0

+ 0% costsint + 20%sint cos® t + p* sint cos® t — > cos t sin’ t) dt.

Alle zu integrierenden Funktionen auBer sin?t haben offensichtlich Stammfunktionen, die 27-
periodisch sind; das Integral foQﬂ ... ergibt daher bei ihnen 0. Es verbleibt

27 Q2 2
/U-d§z—g2/ sin2tdt:—/ (sin®t + cos?t) dt = —o*m.
¥ 0 2 0
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(Im vorletzten Schritt haben wir fOQW sin?tdt = f027r cos? t dt benutzt.) Damit ergibt sich

}6 ﬁ-d§:/ U~d§+/ §-d5 = —(—7) + (—47) = —37.
oG Y1 Y2

Aufgabe 4

a) Wir setzen in die Ungleichung, die G definiert, Polarkoordinaten ein, also x = rcos¢ und
y=rsiny mit r > 0 und 0 < ¢ < 27

(r? cos® p + r?sin? )2 < 3r? cos® p + 4r?sin? .
Wegen cos? ¢ +sin? o = 1 bedeutet das 7* < 72(3 4 sin? ). Dies ist genau dann erfiillt, wenn

r # 0 und r? < 3 + sin? . Der Rand von G besteht folglich aus dem Punkt (0,0) und der
durch die Parametrisierung

F(t) = <r(t) o8 t> (0<t<2nm), wobei 7(t) := V/3 + sin?t,

r(t)sint
gegebenen Kurve.

b) Die Leibnizsche Sektorformel liefert fiir den Flécheninhalt von G
2m 2 .
I(G) = ;/ 7‘2(75) dt = ;/ (34 sin? t)dt (xrx) in Aufe. 2 %(67r +7) = %ﬂ'.
0 0

Aufgabe 5

a) Die Funktionen ¥, 1 sind stetig differenzierbar und auf ganz R? definiert. Da R? einfach zu-
sammenhéngend ist, gilt: Es handelt sich genau dann um ein Potentialfeld, wenn die Integra-
bilitidtsbedingung erfiillt ist. Im R? ist dies dquivalent dazu, dass die Rotation verschwindet.
(vgl. Satz 4 in 38.3) Schreibe ¥ =: (v1,v2,v3). Wegen

D2U3(xay’ Z) = 2y + 322332 ; ngg(l’,y,Z) = 322:62 7& D203($,y, Z)

ist V x @ # 0. Also ist ¥ kein Potentialfeld, d.h. es gibt kein C'-Skalarfeld f: R? — R mit
v=Vf.

Fiir @ =: (w1, w2, ws3) hingegen gilt
Dows = €* = D3ws, Dswy =2z = Dyws, Diwy =0 = Dow; .

Somit ist @ ein Potentialfeld, besitzt also ein Potential f: R3 — R. Fiir dieses Potential muss
Oxf(z,y, 2) = 22 gelten. Integrieren beziiglich z liefert:

fla,y,2) = 2%z + e(y, )
mit einer gewissen Funktion ¢ : R?> — R. (Die , Integrationskonstante“ kann also noch von y
und z abhéngen.) Es folgt 0, f(z,y,2) = 0yc(y, z), und dies soll = e* sein. Daher haben wir
c(y, z) = ye® 4+ d(z) mit einer gewissen Funktion d : R — R. Wir wissen also

flz,y,2) = 2% + ye* +d(z),

und hieraus folgt 9, f(z,y, 2) = 222 + ye* + d'(z). Damit dies gleich der dritten Komponente
von @ wird, muss d’ = 0 gelten. Wir wihlen d = 0 und haben ein Potential von :

flz,y,2) = 22z + ye*.

b) Bei ¥ rechnen wir das Kurvenintegral anhand der Definition aus:

1 1 [t -1
/U'ds*:/ 7 (1)) -F’(t)dt:/ 20 |- | 1 |dt= -4+, =2.
o' 0 0 t2 0

Bei o dagegen kénnen wir auf das oben bestimmte Potential f zuriickgreifen:

/w-d.;: F(7(1)) = f(7(0)) = £(0,1,0) — f(1,0,0)=1—-0=1.
N



Aufgabe 6

a)

b)

Die Menge G := {(z,y,2) € R3| 2,9,z > 0} ist einfach zusammenhéngend und die Funktion
U ist darauf stetig differenzierbar. (Sdmtliche partiellen Ableitungen von ¥ sind auf G stetig.)
Daher gilt: ¥ ist genau dann ein Potentialfeld, wenn die Integrabilitéitsbedingung aus Satz 4
in 38.3 erfiillt ist. Dies ist fiir 7: R? > G — R Aquivalent zu rot @ = 0. Es gilt

DZUS(xayvz) _D3U2(x7y72) 1-b
rotﬁ(x,y,z) = ngl(l',y,Z) —D1U3($,y, Z) =|-3—-c
Dyva(z,y, z) — Dovi(x,y, 2) l1—a
Wir lesen ab: ¢/ ist genau dann ein Potentialfeld, wenn ¢ =1, b = 1 und ¢ = —3 gilt.

In diesem Falle konnen wir von

T+y—3z
v(x,y,2) = z+2y+=z
—3r+y+4z

ein Potential f: G — R bestimmen. Da 0, f(z,y, 2) = x + y — 3z gelten soll, ergibt sich
f(z,y,2) = %xQ +ay —3xz+ c(y, 2)

mit einer gewissen Funktion c¢: (0,00) x (0,00) — R. Es folgt 9, f(z,y, 2) = x + dyc(y, 2), und
dies soll = z + 2y + z sein. Das bedeutet dyc(z,y) = 2y + z, also c(y, 2) = y? + yz + d(z) mit
einer gewissen Funktion d: (0,00) — R. Somit:

flx,y,2) = %:U2+3:y—3xz+y2+yz+d(z).

Hieraus folgt 0. f(x,y,2) = =3z + y + d’(z), und damit ergibt sich die Forderung d'(z) = 4z.
Wir wihlen d(z) = 22 und haben damit ein Potential

flx,y,2) = 22 + 2y — 3wz + y® + yz + 222,

Da R? einfach zusammenhiingend und ¥ ein C'-Vektorfeld ist, stellt ¥ genau dann ein Poten-
tialfeld auf R? dar, wenn die Integrabilititsbedingung aus Satz 4 in 38.3 erfiillt ist.

Ist U(z,y) =: <z;g’z;> gesetzt, so gilt fiir jedes z,y € R

Dyvi(z,y) = 22g(zy) + (1 + 22y)g'(zy)z,

Dyvs(z,y) = dzg(ay) + 20%¢ (zy)y.
Daher ergibt sich fiir alle z,y € R
Dovi(z,y) = Diva(z,y) <= 2zg(ay) + 24 (zy) = dxg(zy) <= x4 (zy) = 2zg(zy).
Dies ist genau dann erfiillt, falls ¢’(t) = 2g(t) fiir alle ¢ € R gilt, also genau fiir g(t) = Ce?,
t € R, wobei C € R eine beliebige Konstante ist. Die Forderung ¢(0) = 2 fithrt auf C' = 2.

Fazit: Ist g(t) := 2e%', t € R, gesetzt, so gilt g(0) = 2 und ¥ stellt ein Potentialfeld auf R? dar.

Nun berechnen wir ein zugehoriges Potential f: R?2 — R. Wegen Do f(x,y) = 422 + 1 gilt
f(z,y) = 22e*¥ + y + h(x) fiir eine differenzierbare Funktion h: R — R. Aus Dy f(z,y) =
2e2%Y + dxye?®¥ + K (z) und D1 f(z,y) = vi(z,y) folgt h'(x) = 0; dies ist beispielsweise fiir
h = 0 erfiillt. Somit gilt Vf = ¢ fiir f(z,y) = 2ze*¥ +y, (z,y) € R2.
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