Karlsruher Institut fiir Technologie (KIT) Sommersemester 2011
Institut fiir Analysis

Dr. A. Miiller-Rettkowski

Dipl.-Math. M. Uhl

Ho6here Mathematik II fiir die Fachrichtungen
Elektroingenieurwesen und Physik inklusive
Komplexe Analysis und Integraltransformationen

Lésungsvorschlige zum 11. Ubungsblatt

Aufgabe 1

a) Die Funktionen u(z,y) := sinz siny und v(z,y) := —cosx cosy sind offensichtlich auf R?
stetig differenzierbar. Es gilt

Diu(z,y) = cosz siny, Dou(zx,y) =sinzx cosy,

Dyv(z,y) =sinx cosy, Dyv(z,y) = cosx siny.

Wir priifen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (CRD) nach: Dju = Dav ist
immer erfiillt. Dou(z,y) = —Dyv(x,y) gilt genau dann, wenn sinz cosy = 0 ist, also wenn
x = k7 mit einem k € Z oder y = (m + %)7‘(‘ mit einem m € Z. Genau in diesen Punkten ist
f komplex differenzierbar. Da die Menge

M :={z € C|Rez = kn fiir ein k € Z oder Imz:(m—{—%)ﬂ fiir ein m € Z}
nicht offen ist, liegt nirgends Holomorphie vor. Fiir z = x 4+ iy € M mit z,y € R ergibt sich
f'(2) = Dyu(x,y) + iDyv(z,y) = cosz siny + isinz cosy = cosz siny.
—_———

=0,dazeM

b) Fiir z,y € R gilt f(x +iy) = (x + iy)r = 2? + izy =: u(z,y) + iv(x,y). Die Funktionen
u,v: R? — R sind stetig differenzierbar mit

Dlu(ajyy) :2$, DQU(%?/):Oa Dl’U(Jf,y) =Y, DQU(J:?y):x‘
Wegen

Diu(z,y) = Dov(z,y) <— 2azx=2 <+ =0,
Dyu(z,y) = —Div(z,y) <= 0=-y <= y=0

sind die CRD nur fiir (z,y) = (0,0) erfiillt. Deshalb liegt nur in z = 0 komplexe Differenzier-
barkeit vor. Da {0} C C nicht offen ist, ist f nirgendwo holomorph.

c) Hierist f: C\ {0} — C. Fiir (z,y) € R?\ {(0,0)} gilt

1:—|—iy+:r—iy_(:z—|—iy)2 (m—iy)2_2x2—2y2

f(x_{—zy):xfiy x+iy 24 y? 22 +y2 224 y?

Wir definieren u: R\ {(0,0)} — R, u(z,y) = 25;;@’2, sowie v: R2\ {(0,0)} — R, v(z,y) = 0.
Dann erhalten wir fiir (x,y) # (0,0)

[z +iy) = u(z,y) +iv(z,y) = u(z,y).
Offenbar sind v und v auf R? \ {(0,0)} stetig differenzierbar; die Quotientenregel liefert

4z (2% + y?) — (222 — 2y%)27 8xy?
Dru(z,y) = (@2 + 2)2 T @2+ y2)2
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und genauso
—8x%y
Dou(z,y) = [CETIER
auflerdem gilt

Dlv('rvy) = DQU(xvy) =0.
Damit sind die CRD genau dann erfiillt, wenn
2 Q2
S8xy 0 wnd 8x°y

(22 + y2)2 @2+ y2)2 0,

also wenn = 0 oder y = 0 gilt. Die Funktion f ist somit nur auf der imagindren und der
reellen Achse komplex differenzierbar (natiirlich mit Ausnahme des Nullpunktes, wo sie gar
nicht definiert ist). Hier lautet die Ableitung

I'(z +1y) = Diu(z,y) + iDyv(z,y) = 0.

Da {z € C\ {0} | Rez =0 oder Imz = 0} nicht offen ist, liegt Holomorphie nirgends vor.

Aufgabe 2

Da C einfach zusammenhéngend ist, gilt (vgl. Sétze 2 und 3 in 1.4 3)): u ist genau dann Realteil
einer holomorphen Funktion, wenn u harmonisch ist, wenn also Au = 0 gilt. Wegen

Au(z,y) = (Diu)(z,y) + (Dju)(z,y)
= 1222 + 20 + 1292 4+ 2)2? = (12 + 2)0) (2% + ¢?)

ist dies genau fiir A = —6 der Fall.

Wir betrachten im folgenden daher u(z,y) = 2* 4+ y* — 622y%. Nun benétigen wir alle Funktionen
v mit Djv = —Dou und Dyv = Dyu, d.h. die Funktionen v, die konjugiert harmonisch zu u sind.
Die erste Forderung an v lautet

Dyo(z,y) = —Dau(z,y) = —(4y° — 122%y) = —4y° + 1227y .

Hieraus folgt durch Integration beziiglich z: Es gilt v(z,y) = —42y®+423y+c(y) mit einer gewissen
Funktion ¢: R — R. Damit ergibt sich

Dyv(x,y) = —12xy* + 423 + ¢ (y),

und dies soll = Dju(z,y) = 42® — 122y? sein. Dazu muss ¢(y) = 0 gelten, also ¢ konstant sein.
Damit haben wir die holomorphe Funktion f gefunden

f(x+iy) = u(z,y) +iv(z,y) = 2* + y* — 622> +i(—4zy® + 42y + )
= ot + dixdy — 622y — dizy® + yt +ic = (x +iy)t +ic (ceR).

Wir erhalten also: Genau die Funktionen der Form f(z) = z* + ic, wobei ¢ € R beliebig, haben
u(z,y) = z* +y* — 622y als Realteil.

Aufgabe 3

Zum Nachweis der Schlichtheit von f auf G miissen wir begriinden, dass f auf G holomorph und
injektiv ist. Die Holomorphie ist klar, weil f eine Polynomfunktion ist. f ist auf G injektiv: Fiir
alle z1, 20 € G gilt

|f(21) — f(22)| = |23 — 25 + 221 — 220| = |21 — 22 |21 + 22 + 2|

(%)
> |21 — 2|2 — |21 + 22|| 2 |21 — 22| (1)



In () verwendeten wir die umgekehrte Dreiecksungleichung und in der letzten Abschitzung 2 —
|21 + 22| > 1, was aus |21 + 22| < |21] + |22| < 3 + 5 = 1 folgt. Aus der Ungleichung (1) ergibt sich
sofort die Injektivitdt von f: Seien 21,29 € G mit f(z1) = f(z2). Dann ist |f(z1) — f(22)] = 0 und
wegen (1) muss |z1 — 22| = 0 gelten, also z1 = 2.

Zur Berechnung von I(f(G)) verwenden wir die Formel

1(£(G)) = / / 1 ( + i) dz. )
G

aus 2.1 der Vorlesung. Wegen f/(z) = 2(z + 1) ist |f/(2)|? = 4(z + 1)(Z+ 1) = 4(|z|> + 2Rez + 1)
bzw. | f'(x + iy)|? = 4(2% + y? + 2z + 1). Einsetzen ergibt

/2 pon
I(f(G)) = // 4z + 2 + 20+ 1) d(z,y) Polarkoord. /0 /0 (472 + 8rcos @ + 4)r dy dr
G

12 3 4 211/2 _ 9
=2 (4r +4T)dr:27r[r —1—27“]0 =g
0

Aufgabe 4
a) Auf C\ (00,0 :=C\{z € C|Imz=0und Rez € (—00,0]} =C\{z € C|z=2€R

und x € (—o0,0]} sind die verschiedenen Zweige des Logarithmus gegeben durch

fi(z) == In|z| + i(arg(z) + 2km), wobei arg(z) € (—m,7) und k € Z.
Nach Satz 3 in 2.3 ist fi: C\ (—o0,0] — C schlicht. Wegen G C C\ (—o0, 0] ist jede dieser
Funktionen auch in G schlicht.

Bemerkung: Man hitte statt C\ (—oo, 0] auch ein anderes Holomorphiegebiet wihlen kénnen;
der Schlitz muss nur aulerhalb von G verlaufen.

b) Fiir die oben definierten f gilt
fi(@) = In|i| + i arg(i) + 2kmi = 0+ i% + 2kmi = (2k + 1)mi.

Somit ist die Forderung log(i) = 3i genau fiir k = 1 erfiillt; also ist f1: C\ (—o0, 0] — C der
gesuchte Zweig des Logarithmus.

Setze f := fi. Fir z € G durchlduft |z| das Intervall (1,e), also Re f(z) = In|z| das Intervall
(0,1). Da arg(z) das Intervall (1, 27) iiberstreicht, muss Im f(z) = arg(z) + 2m das Intervall
(97, L) durchlaufen. Insgesamt bedeutet dies

f(G)={2€C|Rez € (0,1), Im(z) € (§m, Lm)}.
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c) Fiir h(z) := ¢ gilt G = h(f(G)). Da h in f(G) schlicht ist, ergibt sich

117w/4

1
16) = 1(b4(@) = [ +inPawn = [ [ @ ayas
7@ -

=97/4
:W/Q%m:ﬂfﬁl _ 7=
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Aufgabe 5

a)

Definitionsgeméf gilt fiir die Hauptzweige von Potenzfunktion und Logarithmus

20— eaLogz ,

Logz =1In|z| + iargz, wobeiargz € (—m,7), a € C.
e Mit Log(1+44) = In|1 +i| + iarg(l + i) = In /2 + im/4 ergibt sich

(1+4) = eilog(1+i) _ pi(lnv2+in/4) _ ilnv2-m/4 _ —m/4 (cos(ln\/ﬁ) + isin(ln\@)) _
Man liest ab: Re((1 +4)") = e"™*cos(2 In2) und Im((1 +4)") = e~™/*sin( In2).
e Wegen Logi = In|i| + iargi = in/2 gilt i’ = e'"/2) = ¢=7/2  also

i) = 47 = exp(e”™? Logi) = exp(ge_”/%’) = cos(%e_“ﬂ) +1 sin(%e‘”m) .
Man sieht: Re(z’(ii)) = cos(ge _”/2) und Im(i(ii)) = sin(ge _”/2)
e Wegen Logi = im/2 ergibt sich
Log(Logi) = Log(im/2) = In|in /2| 4+ i arg(in/2) = In(xw/2) + in /2.

Damit erhalten wir

(Log i)' = e'losllogi) — oiln(m/2)=7/2 _ o=7/2 (g (In(7/2)) + ie~™/? sin(In(7/2)),

und Real- und Imaginérteil kénnen unmittelbar abgelesen werden.

b) Die Gleichung el/* =i = ¢'% ist genau dann erfiillt, wenn
1 (1 + 4k)m . 2
- 2kmi - s Y S S
P R 2 T A Ak
mit einem gewissen k € Z gilt, d.h. {z € C|e!/* =i} = H_Z,z |k eZ}.
Aufgabe 6

a)

Fir z,y € R gilt

, , @ tiy) _e=ilety)  (cosx + isinz)e Y — (cosx — isinz)e!
sin(z + iy) = 57 = 57

cosz(e Y —e¥)+isinx(e ¥ +e¥ . ) .
= —1 ( ) 5 ( ):smxcoshy+zcoswsmhy.

e Parallelen zur reellen Achse mit der Parametrisierung z(x) = = + iy (« € R beliebig, y € R
fest) werden auf w(z) = sin(z + iy) abgebildet.

Im Falle y = 0 ergibt sich w(x) = sinz wegen cosh0 = 1 und sinh 0 = 0. Die reelle Achse
wird somit auf das Intervall [—1, 1] abgebildet.

Fiir y # 0 erhélt man eine Ellipse (um 0) mit den Halbachsen coshy und [sinh y|.

e Betrachtet man das Bild einer Parallelen zur imagindren Achse, so erhélt man die Parame-
trisierung w(y) = sin(z + iy), y € R beliebig, x € R fest.

Fiir £ = k7 mit einem k € Z gilt w(y) = i(—1)* sinhy, also ergibt sich als Bild die imaginire
Achse.

Fiir ¢ = Z + km mit einem k € Z ist w(y) = (—1)* coshy, also bekommt man als Bild eine
der beiden Halbgeraden (—oo, —1] und [1, 00).

In allen anderen Féllen ergeben sich Hyperbelédste, denn dann gilt

(Rew@»)i <W>2:Coshzy_smhzy:1.

sin x CoS T

Samtliche Fille sind in der folgenden Skizze aufgefiihrt:
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b) Wegen f'(z) = cosz = (e + e %) gilt f'(z) = 0 genau dann, wenn e** = —e~%*, also wenn

e?? = —1 = €'™. Dies bedeutet 2z = 7 + 2k7 mit einem k € Z. Also ist f/(z0) # 0 genau fiir
20 € C\ {5 + kr | k € Z} erfiillt.

Nun sei zg = xg + iyo ein Punkt, in dem f'(zp) # 0 gilt. Mit g bezeichnen wir die Parallele
zur reellen Achse, die durch zg geht, und mit A die Parallele zur imagindren Achse durch zg.
Die Geraden g und h schneiden sich in zg im rechten Winkel. Wir wollen bestétigen, dass sich
auch die Bilder dieser Geraden im Punkt f(zp) im rechten Winkel schneiden.

Betrachten wir zunachst die Sonderfalle:

Ist yo = 0, so ist g = R und f(g) = [-1,1]. Fiir 9 = k7 ist f(h) die imaginédre Achse und
diese steht senkrecht auf [—1,1]. Der Fall zo = § + kn tritt wegen f’(29) = 0 nicht auf. Fiir
beliebiges xo # k7 ist f(h) ein Hyperbelast; er steht senkrecht auf [—1,1].

Ist yo # 0, so wird g auf eine Ellipse abgebildet. Fiir o = kx ist f(h) die imaginére Achse;

sie steht senkrecht auf der Ellipse. Fiir 9 = § + k7 ist f(h) = (—o0, —1] oder f(h) = [1,00);
in beiden Féllen schneidet f(h) die Ellipse senkrecht.

Nun der allgemeine Fall: yo # 0 und zo # k7. Dann ist f(g) eine Ellipse und f(h) ein
Hyperbelast. Identifizieren wir C mit R?, so haben sie die Parametrisierungen

—

T'¢(g)(t) = (coshyg sint, sinh yy cost) und 7¢(ny(t) = (sinzg cosht,coszg sinht).

Als Tangentenvektoren erhilt man

—

Tr(g) ' (t) = (coshyg cost, —sinhyq sint) und Frny ' (t) = (sinzg sinht, cos zg cosht).

Es folgt 7'¢(g) "(zo) - ¢ (h) "(yo) = sin xq cos g sinh yg cosh yy — sin g cos xq sinh yo cosh yg = 0.
Also schneiden sich f(g) und f(h) in f(z0) auch in diesem Fall im rechten Winkel.

Bemerkung: Sei G C C ein Gebiet und zy € G. Eine holomorphe Funktion f: G — C heifit
in 2o konform, falls f'(z9) # 0 gilt. Ist f in 2o konform, so ist f in zg winkeltreu, d.h. fiir
alle Kurven z(t), 22(t) mit 21(0) = 22(0) = 2o, die in 2y Tangenten besitzen, besitzen auch
die Bildkurven wi(t) := f(21(t)) und wa(t) := f(22(t)) in f(zp) Tangenten und die Winkel
zwischen beiden Tangentenpaaren stimmen nach Gréfle und Drehsinn iiberein.

Somit haben wir in dieser Teilaufgabe sdmtliche Punkte, in denen f konform ist, bestimmt
und die Winkeltreue von f fiir die Kurven aus a) bestétigt.
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