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Aufgabe 1
a) Mit g(t) := h(t)(t? + bt + ¢) erhilt man nach Beispiel 2) in 8.4 wegen der Linearitéit von &

2 b
L(9)(s) = 5+ +§ fiir Re(s) > 0,

s
und wegen f(t) = e*g(t) gilt dann nach der Dampfungsregel 10.3

L) = 200)s—0) = fa)g + _ba)z b—f i Re(s) > 0.

b) Wir benutzen die Darstellung cos(wt) = 1 (e 4 e~**). Nach der Ddmpfungsregel ist

2(7)(s) = 5 (L OO () + L (1) )(5)) = 3 (L5~ iw) + L + i)
1 1 1 1(s+iw S — iw s
:i(s—iw s+iw>:§( +82)_+Z~2(w2 ):82+w2 fir Re(s) > 0.

Bemerkung: a) Mit sin(wt) = 5 (¢! —e~*") erhilt man .Z (sin(wt))(s) = o7 fiir Re(s) > 0.

b) Alternativ konnte man Z(cos(wt)) im Fall w > 0 auch mit Z(cos(t))(s) = =

o} und dem
Skalierungsresultat aus 10.1 berechnen: Hiernach gilt n&dmlich fiir jedes Re(s) > 0

Pleos(wt) = ~ L(cos) (2) = 2 2L s

w w ;(s/w)2—|—1282—|—w2'

c) Esist sinh(wt) = 1(e*! — e ). Da die Laplacetransformation linear ist, bekommen wir nach
der Dampfungsregel fiir s € C mit Re(s) > |w|

2(7)(s) = 3 (L) (s) ~ L0t )(s)) = 5 (LB)(s @)~ L(R)(s + )
1/ 1 1 1(s4+w)—(s—w) w
:§<s—w_s—i—w):§ 52 —w? T

Wir mussten hier Re(s) > |w| fordern, damit sowohl £ (h(t)e“?)(s) als auch Z(h(t)e “")(s)
existieren. Bekanntlich liegt Konvergenz von £ (h(t)e“")(s) nur fiir s € C mit Re(s) > w vor,
entsprechend konvergiert % (h(t)e“!)(s) nur fiir s € C mit Re(s) > —w. Beide Bedingungen
an s sind fiir s € C mit Re(s) > |w| erfiillt.

d) Wir driicken die Funktion f zunéchst mit Hilfe der Exponentialfunktion aus: Es ist

wt —wt\ 2 2wt —2wt
- —9
F(t) = sinh?(wt) — <e N > _ ¢ 4+€ .

Damit folgt fiir s € C mit Re(s) > 2|w| (analoge Begriindung wie zuvor im c)-Teil)
1 2 1

s—2w s s+2w’

4.2(f)(s) = Z(h(t)e*")(s) — L (2h)(s) + L (h(t)e > )(s) =




f)

g)

h)

und als Endergebnis erhalten wir fiir s € C mit Re(s) > 2|w|

1 1 1 1 s 1 202
200 -1( Pt ) 3 T % e

Fiir s € C mit Re(s) > Re(a) gilt nach der Ddmpfungsregel und der Bemerkung a) im b)-Teil

b
(s —a)2+b%"

Z(f)(s) = Z(hsin(b-))(s —a) =
Fiir jedes t > 0 gilt nach dem Additionstheorem des Sinus
f(t) = sin(wt) cos ¢ + cos(wt) sin p .
Hieraus folgt mit Hilfe des b)- und e)-Teils fiir alle s € C mit Re(s) > 0
. . w ) s
Z(f)(s) =cosp Z(hsin(w-))(s) +sinp L (hcos(w-))(s) = cos¢ poR +sin g T

Bemerkung: Falls £ (hsin(w-)) und £ (hcos(w-)) noch nicht bekannt sind, kann man Z(f)
auch folgendermaflen berechnen: Die Funktion f erfiillt

f'(t) = =2 f(t)  firallet >0,
f(0) =sing, f'(0)=wcosyp.

Aufgrund der Linearitét von .Z folgt fiir jedes s € C mit hinreichend groBem Re(s)
0=2(0)(s) = Z(f"+w*f)(s) = ZL(f")(s) + > L(f)(5). (1)
AuBerdem gilt nach dem Differentiationssatz 10.4
L(f")(s) = s*L(f)(s) = (s£(0+) + f'(04)) .

Setzt man dies in (1) ein und verwendet f(0) = sin ¢, f'(0) = w cos ¢ unter Beriicksichtigung
der Stetigkeit von f und f’ in 0, so erhélt man

0= (s* +w?).Z(f)(s) — (ssinp +weos ),

also no 4
$8in p + w cos
< = .
(i) = SE T
Fiir s € C mit Re(s) > 0 gilt £ (hsin)(s) = 2+1 Definiere g: R — R durch g(t) = e'sin(t)
fiir t > 0 und g(t) = 0 fiir t < 0. Dann liefert die Dampfungsregel
1

Wegen f(t) = g(t — 1) haben wir nach der Verschiebungsregel
—S8

e

L(F)(s) = e L(g)(s) = G124l

fiir Re(s) > 1
Nach Definition ist

00 1 2
.z(f)(s):/o estf(t)dt:/o eSttdt+/1 est(2 — t) dt.

Diese Integrale sind fiir alle s € C (absolut) konvergent. Wir unterscheiden zwei Fille:
Fiir s =0 ist Z(f) fotdt+f1 tydt=3+1=1



Im Fall s € C\ {0} liefert partielle Integration
1 2
ZL(f)(s) = / e St dt +/ e (2 —t)dt
0 1
—st 1 1 —st —st 2 2 ,—st
:<6 t)‘ —/ ¢ dt+<e (2—t))‘ —/ C at
—s /=0 Jo -—s —s =1 J; s
— _16_5 — (ie_St) ‘1 + 16_5 + (ie—st) ‘2
s 52 t=0 S 52 t=1
1, . 1, -
— (= 1) _( 2s s)
2 < e "+1)+ 2 e e

1 1 2
= S—2<672S —2e % + 1) = S—2<efs — 1) .

Aufgabe 2
Da die Funktion f auf [0, 00) 2a-periodisch ist, ldsst sich Z(f) nach Satz 2 in 8.4 durch

1
1— 6—2(15

2(f)(s) = /0 Cetf(t)dt,  Re(s) >0, 2)

berechnen. Um das Integral f02a e St f(t) dt zu bestimmen, definieren wir

t fir0<t<1
gt):==¢ 2—t firl<t<?2 (t eR).
0 sonst

Dann gilt gem#fl Aufgabe 1 h): Z(g)(s) = 8%(6*3 — 1)? fiir Re(s) > 0. Ist

t/a firo<t<a
ga(t) :=g(t/a) =< 2—t/a fiira<t<2a (teR)
0 sonst

gesetzt, so folgt mit dem Skalierungsresultat aus 10.1

1
1/a

Nun gilt aber f(t) = go(t) fiir alle t € [0, 2a); da ferner g,(t) = 0 fir alle ¢ > 2a ist, ergibt sich fiir
s € C mit Re(s) >0

g(ga)(s) =

2(g) (Uia) _ %(e*“ “1)2, Re(s)>0.

2a
1
—st _ _ - 2
/0 A1) dt = L(90)(5) = —5 (e~ 1)
[Natiirlich kénnte man f02a e 5t f(t) dt auch direkt mittels partieller Integration berechnen.] Mit (2)
folgt hieraus fiir jedes s € C mit Re(s) >0

1 1 (e7 —1)2 1 1—e

1
_ i 7as_12:_. - .-
g(f)(s) 1— 6—2(15 a52 (6 ) CL82 (1 _ e—as)(l + e—uS) CL82 1 + eas

Aufgabe 3
a) Fiir f, definiert durch f(t) = e fiir ¢ > 0 und f(t) = 0 fiir t < 0, ergibt sich .Z(f)(s) = - .
b) Wir definieren zunichst g(t) = e~ fiir t > 0 und g(t) = 0 fiir t < 0. Dann gilt .Z(g)(s) = SJ%Q

fiir alle s € C mit Re(s) > —2. Ist f(¢) := g(t — 3) gesetzt, so gilt nach der Verschiebungsregel

6—35

L =B Lg)s) = Z(5)(s).




c) Aufgrund von .Z(h(t) cos(2t))(s) = 5735 und Z(h(t) sin(2t))(s) = ﬁ bekommen wir mit
Hilfe der Linearitét von . und der Ddmpfungsregel

s+ 3 _ s+1 n 2 _

(s+1)24+4 (s+1)24+4 (s+1)2+4

= Z(h(t)(cos(2t) + sin(2t)))(s + 1) = Z(h(t)e " (cos(2t) + sin(2t)))(s).

ZL(h(t)cos(2t))(s + 1) + ZL(h(t)sin(2t))(s + 1)

Demnach gilt Z(f)(s) = =553 fiir f(t) := { ¢ (cos(2t) +sin(2t))  fiir £ >0,

(s+1)%+4 0 fiir t < 0.
Aufgabe 4
a) Wir betrachten zunéchst den Spezialfall ¢y = 0 und iiberlegen uns den allgemeinen Fall
anschliefend.

Die zu ty = 0 gehorige Funktion bezeichnen wir durch fy. Es ist also

Jo(t) A
AN
9 1 Y

Hieraus kann man sofort
1+t t e [-1,0)
folt) = 1—¢ te0,1)
0 sonst

ablesen. Diese Fallunterscheidung wollen wir mit Hilfe der Heaviside-Funktion h ausdriicken.
Wie man sich anhand der Graphen

A A A
h(t) h(t +1) h(t 4+ 1) — h(t
L . | (t+1) —h(t)
—2 1 1 2t —2 -1 1 2t -2 —1 1 2t

leicht iiberlegt, gilt

_J 1 tel=1,0),
At +1) — h(t) = { 0 sonst.
Analog erhilt man
{1 te),
h(t) = At —1) = { 0  sonst.

Hiermit ldsst sich fy in dem geschlossenen Ausdruck
fo(t) = (h(t+1) = h(t)) (1 +t) + (h(t) —h(t — 1)) (1 — 1), teR,

schreiben. Die urspriingliche Funktion f gewinnen wir durch Verschiebung von fo um #g
zuriick. Deshalb folgt fiir jedes t € R

@) = folt—to) = (h(t—to+1)—h(t—to))(L+t—to)+ (h(t—to) —h(t—to—1)) (1 —t+1o).

1—|t| tel-1,1)

Ein etwas eleganterer Weg wiire, fo(t) = (h(t+1)—h(t—1))(1—t]) = { 0 somnst

zu schreiben und wie eben zu verschieben.



b) Wir haben fiir alle t € R

2 t e [-1,0)
1 tell,2)
) 2u-3  te[2,3)
W =1 t € [3,4)
6-t  tel4,p)
0 sonst

und damit
g(t) =2(h(t+1) = h(t)) + (h(t — 1) — h(t = 2)) + (2t — 3)(h(t — 2) — h(t — 3))
— (h(t—=3) = h(t—4)) + (6 —t)(h(t —4) — h(t — 5)) .

c) Zuerst geben wir die Funktion f mit Hilfe der Heaviside-Funktion h in einem geschlossenen
Ausdruck an. Fiir t € R ist

ft)=2(h(t—1) = h(t —2)) + (h(t —2) — h(t — 3)) + 3(h(t — 3) — h(t — 4))
— (h(t —4) — h(t - 6))
=2h(t—1) — h(t —2) 4+ 2h(t —3) — 4h(t —4) + h(t — 6).
Nach der Verschiebungsregel gilt fiir jedes a > 0 und s € C mit Re(s) > 0

—as

L(h(t - a))(s) = e~ L (h)(s) = —
Hiermit ergibt sich aufgrund der Linearitdt von %
1
L(f)(s) ==(2e7F —e 2 +2e7% —de ¥ + %) fiir Re(s) > 0.
S

Aufgabe 5

Wir wollen eine Losung von
mu”(t) + ku(t) =0 fiir allet >0
u(0) =0, 4 (0) =y

bestimmen. Hierbei sind m, x,vg > 0 fest vorgegebene Zahlen. Wendet man die Laplacetransfor-
mation .Z auf obige Gleichung an, so ergibt sich fiir s € C mit hinreichend grofiem Re(s)

mZ (u")(s) + kL (u)(s) =0
bzw. mit £ (u")(s) = s2.%(u)(s) — su(0) — v/ (0) und den Anfangswerten u(0) = 0,u’(0) = v
m(s*ZL (u)(s) —vo) + kL (u)(s) = 0.
Auflésen nach Z(u)(s) liefert

muvg Vo
8% - -
(1) s) ms?+r  s2+LE
Ist w:= /- gesetzt, so erhalten wir
W v W

L)) = gy =02

und wegen £ (sin(wt))(s) = ¢
Lu)(s) = 02— = X P(sin(wt))(s).

W 82 4 w2 w
Damit ist die durch

u(t):v—osin(wt):,lmvo sin(,/it), t>0,
w K m

gegebene Funktion v Kandidat fiir eine Losung des obigen Problems und -wie man leicht verifiziert-
tatséchlich eine Losung. Bemerkung: Die Losung ist eindeutig bestimmt (— HM III).



Aufgabe 6

Sei f € 3. Da f auf (—o0,0) verschwindet, folgt g(¢) = 0 fiir alle t € (—o0,0). Ferner ist g nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung stetig und stiickweise glatt (¢'(¢t) = f(¢) in allen
Stetigkeitsstellen ¢ von f). Da f hochstens von exponentiellem Wachstum ist, gibt es Konstanten
M >0, 0 € Rmit |f(t)] < Me fiir alle ¢ > 0. Deshalb gilt fiir jedes ¢t > 0

¢ ¢ Mot —1) < Leot fiir o >0,
|g(t)]</ |f(u)]du<M/ e’ du = Mt fir o =0,
0 0 Mg ety < ¥ fiir 0 <0.

—a lo]

Also ist g hochstens von exponentiellem Wachstum. Fazit: g € 3.



