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Aufgabe 1
Erinnerung: Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren: Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt und vy, ...,v, € V linear unabhingig. Ziel ist es, ein Orthonomalsystem b1, ..., b,, zu finden,
so dass lin{vy, ..., v} = lin{by, ..., by} gilt.
Setze hierzu ¢; = vy, by = vi/||v1|| und fur k=2,...,m:
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Ck = VU — Cj, k=
2 (eiley) fex

a) Die gegebenen Vektoren 7, Zs, Z3 sind linear unabhéngig. Um das zu sehen, kann man die
Vektoren in eine Matrix (zeilenweise) schreiben und bringt diese auf Zeilenstufenform:
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Fiithre nun das Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren durch:
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Nun gilt (#2]¢1) =2-142i-0+0-1 = 2 und wir erhalten
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(Beachte: Es gilt ||é&|| = (J1]* 4 |2i]* + |-1]*)"/2 = v/6.) Fiir die Berechnung von & brauchen
wir die Skalarprodukte
5-1+3i-0+1-1=6,

5-T+3-2+1 (—1)=5—6i>—1=10.

Damit ergibt sich dann
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b) Wir wollen das Verfahren von Gram-Schmidt benutzen. Dazu priifen wir zuerst die gegebenen
Vektoren 11, 42, 3 auf lineare Unabhéngigkeit:
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Die Vektoren sind also linear abhéngig, insbesondere kénnen wir an der Zeilenstufenform
ablesen, dass ¢3 eine Linearkombination von ¢; und #» ist (dies ist moglich, da bei den Zeile-
numformungen keine Zeilen vertauscht wurden). Es gilt z.B. 45 = 241 — 7.

Wir koénnen auflerdem ablesen, dass ¢; und g> linear unabhingig sind. Es gilt also
lin{g, %2, g3} = lin{#1, 92}

Zur Berechnung einer Orthonormalbasis von lin{#;, >} fithren wir nun das Verfahren von
Gram-Schmidt durch. Setze
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Weiter ist (¢2|¢1) =5—1+1—1 =4 und wir erhalten
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Folglich ist by, by eine Orthonormalbasis von lin{71, yo} = lin{41, U2, U3}

Aufgabe 2

a) Die Aussage ist wahr, denn der Nullvektor 0O lidsst sich als nichttriviale Linearkombination
von vi,...,vy, 0 darstellen, z.B. durch 0 -v1 +...4+0-v, +1-0 = 0. Hier haben wir zur
Verdeutlichung 0 fiir den Nullvektor in V' und 0 fiir die Zahl Null geschrieben.

b) Die Aussage ist falsch: Wir betrachten den Vektorraum V := C2. Dort sind 7 := €1 = (1,0)
und ¢ := € = (0, 1) linear unabhingig, und genauso & und 2" := 2¢> = (0,2). Die Vektoren 3/
und Z sind jedoch nicht linear unabhéngig, denn 2§ — Z = 0 ist eine nichttriviale Darstellung
des Nullvektors.

c) Die Aussage ist falsch: Wiihle z.B. V := R? mit # := & = (0,1,0), y := 2é = (0,2,0) und
z:=é€; = (1,0,0).

d) Die Aussage ist richtig: Da die Gleichung fiir alle y € V gilt, also insbesondere fiir y = =z,
haben wir (z|z) = 0. Nach Definition des Skalarprodukts (genauer (S3)) kann dies aber nur
fiir x = 0 der Fall sein.

e) Die Aussage ist wahr: Wére namlich lin(zy,...,z,) = V, so hitten wir (y|z) = 0 fiir alle
x € V. Aus d) wiirde dann unmittelbar y = 0 folgen, im Widerspruch zur Voraussetzung
y #0.

Aufgabe 3

a) Wir verwenden den Satz in 14.4:
i) M+ #0,da0€ M*:0¢c V und fiir alle u € M gilt: (u|0) = 0, d.h. u_L0.
ii) Seien nun vy,vs € M+ und o € K. Dann gilt fiir alle u € M: (v; + va|u) 2 (v1|u) +

(valu) = 0+ 0 = 0. Somit ist vy + vy € M*. Ebenso gilt fiir alle w € M : (awvi|u) (52
a(vi|u) = a-0 =0, also ist auch av; € M.

n
b) Erinnerung: lin(M) = {Z aju; : n€Ng, aj €K, u; € M} Zeige zuerst M+ C (lin(M))*:
j=1

Sei v € M*. Dann gilt fiir alle w € M : (u,v) = 0. Sei n € Ny, a1,...,a, € K sowie



u1,...,u, € M beliebig. Dann gilt insb. (uj|v) = 0 fir alle j = 1,...n und mit Aufgabe 5
folgt

n n n
Zajuj v :Zaj(uﬂv):z:aj-O:O.
J=1 J=1 J=1

Also ist auch v € (lin(M))*.

Nun zeige (lin(M))*+ € M+:
Wiihle v € (lin(M))* und sei u € M beliebig. Dann gilt fiir beliebige n € No, a1, ...,a, € K

n
und ug,...up € M: | Y ajuj|v | =0. Wahlenun oy =1, ap = ... = o, = 0 sowie u1 = u

J=1

(die iibrigen w; kénnen beliebig sein). Dann folgt:

n
0= Zajuj v | = (u,v),
j=1

und somit ist v € M L.

c) Da0 e M!‘ und 0 € lin(M) folgt sofort 0 € M+ N lin(M). Angenommen, es wiirde ein
v € M+ Nlin(M) existieren mit v # 0. Dann wire wegen v € M*: (ulv) = 0 fiir jedes u € M,
also auch fiir jedes u € lin(M). Insbesondere gilt dann fiir u = v € lin(M): (v|v) = 0 woraus
wegen (S3) v = 0 folgt, im Widerspruch zur Voraussetzung v # 0.

Aufgabe 4
Wir schreiben: @ = (vj1,vj2,...,vjm) € K™ (j =1,...,n). Sei € Kern(A), d.h. es gilt

V11 V12 ... Uim I 0
V21 V22 ... UVU2m T2 0
Unl Un2 --- Upm Ty 0

In der j-ten Zeile des obigen Systems steht

m m
0=> wiw; =) = (&),
i=1 =1

also 7; L Kern(A4) fiir alle j = 1,...,n und somit auch lin{#, ..., %, }L Kern(A).

Aufgabe 5

Wir zeigen zunéchst (mit Induktion), dass fiir alle v € V' gilt:

(Z LU v) = Z ay (uglv) .
k=1 k=1

Induktionsanfang m = 1: (aju1|v) = a1 (u1]v) gilt wegen (S2)
Induktionsschritt: Sei m € N bel. aber fest. Fiir dieses m gelte

<Z QU v) = Z ay (ug|v) (IV)
k=1

k=1




Dann folgt:
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D> ik
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m
U) = (Z QUL + Q4 1Um+1

k=1 k=1
IV) m~+1
Zak (ug|v) + amr1 (Umg|v) = Zak (uglv).

k=1

Somit ist die Behauptung gezeit.
n
Mit Hilfe des eben gezeigten gilt nun (beachte, dass > fjv; € V gilt)

=1

Zﬁm) = Zak (Uk Zﬁm) = Zak (Z B Uk) = Zakz Bi (vr|uy,)
=1 k=1 =
—Zzakﬁz (orfur) 2 DO B (uglwr)

k=11=1 k=11=1

m
D o
k=1

n n
a) Nach der Bemerkung in 15.3. gilt uw = > (u|vg)vg sowie w = Y (w|v)v;. Mit dem eben
k=1 =1
gezeigten folgt also:

(ulw) = (Z u|vg ) vg

k=1

Z wlvy)v ) ZZ ulvg) (wlvy) (vg, vy) = Z(u\vk)(w\vk)

=1

b) Setze in a) w = u und beachte, dass fiir z € C gilt: |z|? = 2Z.

Aufgabe 6
1 a; bl
Fir ¢ = 1,...,3 seien a;,b;,¢; € Rund A; = |0 1 ¢ | € G. Wir zeigen zunichst, dass die
0 0 1
Multiplikation von zwei Matrizen in G wieder ein Element in G ergibt:
1 a1 b 1 ays by 1 a1+as by +by+aics
0 1 ¢ 0 1 c| =10 1 c1+ c2 eG
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Man kann nun leicht nachrechnen, dass (G1) gilt:

1 a1+as+asz by +by+bs+ ajca+ ajcs + ascs
(A1A2)A3 = |0 1 c1+ca+c3 = A(A243)
0 0 1

Das neutrale Element ist offensichtlich durch die Einheitsmatrix I3 gegeben und wegen I3 € G gilt
(G2).
An der Zeilenstufenform der Matrizen in G kann man sofort die Invertierbarkeit ablesen. Wir

berechnen die Inverse:

1 a bl1 0 0 1 a 0/1 0 —b

01 ¢|l0 1 0 |Z2=282%5 (01 0l0 1 —c

00 1/00 1) %272 \ogo1/00 1
1 0 0|1 —a ac—0b
M(OlOOlc
00 1/0 0 1

Also ist auch die inverse Matrix ein Element von G und somit gilt (G3).
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