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Aufgabe 7

Die 27-periodische Funktion f1: R — C sei definiert durch f;(x) := 2?2 fiir alle x € [—m, 7). Laut
Beispiel (2) in 16.4 gilt fiir die Fourierkoeffizienten von f;

; 2 ; 2(—1)*
fl(o)zl und fik) = (=1) fiir k # 0
3 k2
Wegen f(k) = & [T La2e=hody = LL [T g2e=tke gy = Lfi (k), k € Z, ergibt sich
: 1 2 A 1. —1)k
O =th =" wd  fey=ihm =" ko
2 6 2 k
Somit lautet die Fourierreihe von f in komplexer Form
2 © k
'Lkz T (_1) ikx
Z Fhyets =T 37 et
k=—00 k=—00
k40

Die Koeffizienten aj und by in der reellen Darstellung der Fourierreihe

a >
5 + ; ay, cos(kx) + by sin(kx))

kann man folgendermafien gewinnen

ar = f(k)+ f(—k) (keNg) und  by=i(f(k)— f(-k) (keN).

D0 fiir k #0 (e to)
Bemerkung: (1) Da f auf R stetig und stiickweise glatt ist, stellt die Fourierreihe von f nach dem
Darstellungssatz 16.7 die Funktion f in allen Punkten x € R dar.

(2) Aus der Linearitit des Integrals folgt: Sind a, 8 € C und fi, fo: R — C 27-periodische Funk-

tionen, die iiber [—m, 7] integrierbar sind, so gilt fiir die Fourierkoeffizienten von a.f; + 5 f2

ck(afi + Bf2) = ack(fi) + Ber(f2) fiir alle k € Z.

In unserem Falle ergibt sich b, = 0 (k € N) und a; = { 3

Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir die Fourierkoeffizienten der reellen Fourierreihe:

ag(afi + Bf2) = aar(f1) + Bar(f2) fiir alle k£ € Ny,
bp(afi + Bf2) = abr(f1) + Bbr(f2) fiir alle k € N.

Nun zu g: Wegen g(x) =1 fiir z € [, 0) und g(z) = 1 + 2z fiir z € [0, 7) folgt fiir jedes k € Z

~ _ 1 " —ikx _ 1 0 —ikx " —ikx
00 =g [ et do= g ([ etans [T et

1 T ™ .
= — </ e R dy + / 2xe” ke dm) :
27 -7 0
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fiir k = 0 erhalten wir §(0) = 5= (27 + 72) = 1 + Z; sonst gilt (partielle Integration)
1 e—ika}
g(k)y=0+— (x .

u B m e—ika} 2 l ﬂ.(_l)k B 6—7jk:c 71'
7r —ik |,—o /0 —ik d > o ( —ik (—ik)? x:())
_ ik 1 (=pF -1 _ i(—1)k N (k-1

k 0 —k2 k k2

Damit ist die Fourierreihe von g

o0

~ ikx E . l(_l)k (_1)k -1 ikx
> g(k)e _1+2+kz_:oo< P el L

k=—o00

K40
Als Koeffizienten in der reellen Form der Fourierreihe 4 + Y7 (ay cos(kx) + by sin(kx)) erhilt
man
2((=1*F - 1) 2=
k? k

Nun zur Funktion h: Wir berechnen zunéchst die Koeffizienten der rellen Darstellung der Fourier-

ap=2+m, ap=g(k)+g(—k) = sowie by = i(g(k) — 9(—k)) =

reihe. Es gilt (substituiere y = —x):

0 0 0 ™
/ cos(3z) sin(kz) dx:—/ cos(—3y) sin(—ky)dx:/ cos(éy)sin(ky)dy:—/o cos(3y) sin(ky) dy

- m

und folglich

T 0 T
by, = / cos(3z) sin(kz) dz = / cos(3) sin(kz) dx + / cos(3z)sin(kz)dz =0 fiir alle k € N
0

Fiir k£ € Ny ist
1 [ ("
ap = / h(x) cos(kz) dx = / cos(3z) cos(kz) dz.
™ J_r T™J)—n

Zweimalige partielle Integration liefert

Iy, ::/ cos(1z) cos(kx) dx

= [2sin(3z) cos(k::c)];:i7T - /_7r 2sin(32)(—ksin(kz)) do
= 2(cos(km) + cos(—km)) + 2k /_7r sin(3) sin(kz) dx

=4(-1DF + 2k([—2 cos(zx)sin(kx)]”_ — /

—T

—2cos(32)(k cos(kx)) d:c)
= 4(=1)% — 0+ 4K°1,.
Somit haben wir die Gleichung I}, = 4(—1)* + 4k2I; dies bedeutet I, = 4(—1)*/(1 — 4k?). Damit

kennen wir ay = I;/m und es ergibt sich die Fourierreihe von A in reeller Form

2 = 4(-1)F
W—i—;(l_mrcos(kzx).

Hieraus kann man die Fourierkoeffizienten h(k) berechnen (setze by := 0)

~ ap — ibk Qg 2(—1)k ~
h(k) = S - d (k) =
(k) 2 2 T 1-4k)r " (=F)

Daher lautet die Fourierreihe von h in komplexer Form

i 2(_1)k eikx.
Rt (1 -4k

ap +iby,  ag 2(—1)F
=t (keN
2 2 (1— 4k (k€ No)




Aufgabe 8

Angenommen, es existiert eine Funktion f € Cpe([—m,7],C), deren reelle Fourierkoeffizienten
gegeben sind durch aj, = 0 (k € Ng) und by, = == (k € N). Nach der Besselschen Ungleichung folgt

VR
2

k=—00

~ 1 ™
fw <P =5 [ 1@ do < o

FﬁI‘ die Fourierkoeffizienten gilt: f(0) =0, f(k) = L(ag —iby) =
(k € N), und wir erhalten

und f(—k) = §(ay + iby) =

2\/E

2f

- £ 2 . K ~ 2 A K .
0> 3 |fw] = pm 32 |w[ = g (\f )|+ [F ‘)‘éinoozw

d.h. die Konvergenz der harmonischen Reihe. Dies ist ein Widerspruch! Deshalb existiert keine

o0 .
Funktion f € Cper([—m, 7], C), welche die Fourierreihe Slri%t) besitzt.
k=1

Aufgabe 9

a) Fiir k = 0 gilt wegen der 27-Periodizitit von f:

i 1 _ f(m) = f(=m)

(f1)(0) = o | f() o =0=1i-0-f(0).

Fiir k € Z\ {0} erhalten wir mit Hilfe von partieller Integration

= o [ et = L @ g [ e = i),

=0, da 27-per.

b) Sei N € N. Wenden wir die Formel aus a) fiir die Fourierkoeffizienten von f™) N-mal an
(beachte, dass f € C®(R, C), also insbesondere f(™ stetig differenzierbar fiir jedes n € N),
so erhalten wir:

—_— o —

(fON) (k) = ik(FN=D) (k) = (k) (fNV-D)(k) = ... = (K)V f(k) (k€ 2).
Wegen fN) € Cper([—m, 7], C) gilt 216112) |@(kz)] < 00 (%), und somit
sup | f (k)| = sup (FN) (k) < oo.

kEZ kEZ

Bf:merkung Insbesondere gilt fiir jedes N € N: Es gibt eine Konstante C = C(N) mit
If (k)| < |k|N fiir alle k& € Z, d.h. die Folge (|f(k)|)xez konvergiert schneller als jede Potenz

von 1/|k| gegen 0.

Zu (*): Wir schreiben v := (f(M)(k). Aus Satz 16.8 folgt wegen f(V) € Cle([—m,7],C)
o0
die Konvergenz der Reihe . |yx|%. Dies impliziert wiederum die Beschriinktheit der Folge

k=—00
(|7£?)kez, also auch die Beschriinktheit von (|yx|)kez, was gleichbedeutend zu sup |yx| < oo
kEZ
ist.



Aufgabe 10
Nach Voraussetzung ist f T-periodisch, d.h. f(x+T) = f(z) fiir alle € R. Definiere die Funktion

g:R— Cdurch g(z) = f (%x) (x € R). g ist 2m-periodisch, denn fiir alle z € R gilt:

T T T
gz +2m)=f <(a: + 27r)> =f <x + T) =f <x> = g(z).
27 27 27
Nach dem Darstellungssatz 16.7. gilt fiir die Funktion g:
. 1 (7 .
x) = k%cke’kx wobei cr =5 - g(x)e ™ da.

Ziel ist es, die Funktion f anstelle von ¢ in der obigen Darstellung zu erhalten. Wir setzen dafiir

die Definition der Funktion ¢ ein und substituieren y = %m:

T
1 (7 ; 1 (7 T , 1 (= 27
=5 | gla)e ™ de= / ! (w> e M dr = o | f(y)e T dy.

2 2 J_, 27 T -z
Substituieren wir in f (%x) = g(x) = Y ce’™ ebenfalls y = x so erhalten wir schlieflich die
Darstellung re .
= Z ckei%ﬁky wobei cp = % ET f(y)e_iz%ky dy.
keZ -2
Aufgabe 11

Bemerkung: Die Aussagen in 8.8 (b) und 13.1 gelten auch fiir komplexe Funktionenfolgen.
Fiir k € Z definiere g : R — C, gp(z) = cxe™® (= crep,). Dann gilt fiir alle z € R

ik

g8(@)] = [exe™| = ey

und da nach Voraussetzung Y |cx| < oo, folgt die gleichmifBiige Konvergenz der Funktionenfolge
keZ

> gk gegen die Funktion g mit g(z) := 3. gp(x) = 3 cxe™®®, z € R (vgl. 8.8 (b)). Fiir
kl<n /) en kEZ kEZ

die Fourierkoeffizienten von g gilt:
X L (7 —ik —ik - iz —ik
g(k):%/_ﬂg(x) “Cda:—/_ﬁZc] UTe Zxdx—— lgrélchje”xezmdx

B o 1
— lim g cje e ke dp = — lim c; e”xe ke dg = — g c;2mo 1 = cx
27 -0 —r 27 -0 —x 27 =
j

ljl<t <l

Da die Funktionen c;jeje_yj (j, k € Z) stetig und somit Riemann-integrierbar auf [—, 7] sind und die

Funktionenfolge | > cjeje_j gleichméBig konvergiert fiir jedes k € N (denn die Funktionen-
lil<l leN

folge ( > cjej) ist glm. konvergent und |e_j| = 1), diirfen wir Integration und Limesbildung
leN

l5]<1
vertauschen, vgl. Satz 13.1.

Zusatz
(i) Beweis von 8.8 (b) fiir komplexe Funktionenfolgen:

o0
Sei D C R und (vn)nen € R Folge mit v, > 0 (n € N) und ) 7, < co. Sei weiter eine Funktio-
n=1

nenfolge (fn)nen mit f, : D — C gegeben fiir die gilt:
| fr(@)] < firalleneN, x € D



o
Mit dem Majorantenkriterium folgt, dass Y f,,(z) absolut konvergent ist fiir jedes = € D. Definiere

n=1

o0
f:D—=C, f(z)= > faolz) (x € D), sowie eine weitere Funktionnfolge (gn)nen mit gy : D — C,
n=1

N
gn(x) = > fu(x). Nach Konstruktion konvergiert (gn)ven punktweise gegen f.
n=1

Wir zeigen, dass die Konvergenz sogar gleichméfig ist. Es gilt:

N N N
Re(gN) = Re (Z f’VZ) - ZRe(fn)7 Im(gN) - Zlm(fn)
n=1 n=1 n=1

und wegen [Im(f,)| < vn, |[Re(fn)| < 7n sind die reellen Funktionenfolgen (Re(gn))yey und
(Im(gn)) yey gleichmiBig konvergent (siehe 8.8 (b)). Mit dem Hinweis auf dem Ubungsblatt folgt
die gleichméifige Konvergenz von (gn)nen.

(ii) Beweis von 13.1 fiir komplexe Funktionenfolgen

Sei fn, : [a,b] = C (n € N). Die Funktionenfolge (f,)nen konvergiere auf [a, b] gleichméBig gegen
eine Funktion f : [a,b] — C. Weiter sei f,, Riemann-integrierbar fiir jedes n € N.

Wir wollen zeigen:

b b b
lim fn(2) d:c:/ HIL%Ofn(x) dx:/ f(z)dz.

n—oo a

Nach Vorlesung sind Re(f,,) und Im(f,) Riemann-integrierbar und wegen der gleichm#figen Kon-
vergenz von (fn)nen sind die Funktionenfolgen (Re(fy))nen und (Im(f,))nen gleichmiflig konver-
gent. Mit Hilfe von Satz 13.1 gilt daher

b

fim [ fula)do = Jim </abRe(fn(x))da:+i/ablm(fn(x))dm>

n—o0

n—00

b b
_ / lim Re(fo(z))dz + i / Tim Tm(fu(x) da

:/b lim fn(a:)dx:/abf(:v)dx.

a n—o0

Wir diirfen also Limes und Integral vertauschen.
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