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Aufgabe 28
Fir alle t € (—1,1) gilt

Also ist 7 eine regulire Kurve.

Fiir t € (—1,1) haben wir

/Hr dT—/ \/ dT—\farcsmﬂ arcsint—i—g).

Folglich hat die Kurve 7 die Linge L(7) = g(1) = v/2 7. Wegen

g(t) =s — = arcsint — t= Sin(%\fgs ~- 1)

b | 3

S
V2
ist g71: [0,v27] = [-1,1], s = g7 1(s) = sin(3v2s — ) = —cos(3Vv/2s). Damit lautet die Para-

metrisierung von 7 beziiglich der Bogenlénge (oder auch natiirliche Darstellung von )

1 28_,
a(s) =7 (g7 (s)) = —cos( \/53) . s€[0,v27].
sm(%ﬂs)

Aufgabe 29
a) Sei f:R3 = R2 f(z,y,2) = (:L"yQdew = a2eY +sinz) =: (fi(z,y, 2), f2(z,y, 2)).

Wir berechnen zun#chst die partiellen Ableitungen von f:

Fa(@,y,2) = 1225 4 ay?Bem™ 228 = y B (1 4 ay2?)eV'

fl y\L, Y, =
fl x,Y,z)= 3.Ty ( + :L,y223)61‘y223’

(f1)a(z,y, 2) =

(f1)y(2,y, 2) = 22y23(1 + 2y?2)e™ >,
(f1)=(x,y,2) =
(f2)a(z,y, 2) = 2z€Y + cosz,
(f2)y(@,y, 2)
(f2)(z,y,2) =

z
nyxaya _'Tey
f2 2\L, Y,z

Da die partiellen Ableitungen auf R3 stetig sind, ist f stetig partiell differenzierbar und damit
auch differenzierbar. Fiir die Ableitung von f ergibt sich

/ _ (f1)$($7y7z) (f1)y(3:,y,z) (fl)Z(xayaz)
fl@y,2) = ((fz)x(m,y, 2) (f)y(my,2) (fa)a(2,y, z>>

B <y2z3(1+$y223)6xy223 2$y23(1+my2z3)6xy223 3$y222(1+xyzzs)exy2z3>

2xeY + cosx x2eY 0
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b) f:R? > R3 f(z,y) = (ye® + xsinhy, y* + 32%siny, 4y — 23)
Auch hier sind alle partiellen Ableitungen von f stetig, so dass f differenzierbar ist mit
ye® +sinhy  e® + xcoshy
f(z,y) = 6x siny 4y + 322 cosy |, (x,y) € R
—3z? 4
c) f:(0,00) x (=m,m) x (=5,5) = R® f(r,p,0) = (r cosp cost, r sing cosb, rsinb)
Wiederum ist f stetig partiell differenzierbar und damit differenzierbar. Die Ableitung von f
lautet
cos cosf —rsing cosf —rcosp sinf
f(r,p,0) = | sinp cosf rcosp cosf —rsingp sinf
sin 6 0 r cos 6
(Ta P 0) € (0’ OO) X (—7'[', 7T) X (_77/27 7T/2)
Bemerkung: Es gilt det f'(r, ,0) = r? cos @ (— Kugelkoordinaten).
d) f:Rx(0,00) xR2 =R, flw,z,vy,2) =Y
Wegen z¥ = Y102 gilt f,(w,z,y,2) = %y /z und f,(w,z,y,2) = /"% Inz. Folglich ist
f(w,x,y,2) = (0 ye?~1 z¥lna O) . (w,z,y,2) € R x (0,00) x R%.
Aufgabe 30
a) Auf R?\ {(0,0)} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig. Stetigkeit von f in (0,0):
Sei (21, yr)ren eine beliebige Folge in R2\{(0,0)} mit (2, yx) — (0,0). Dann gilt auch my, :=
k—o0 . .
max{|zk|, lyx|} —— 0, und dies liefert dann
3 2 3 3
Y| + | TLYk my +m k
|f(zr, ur)| < | k‘g | K | <k k= omy, %% 0.
T+ Y my
Das bedeutet f(zg,yr) — 0= £(0,0), womit die Stetigkeit von f auf ganz R? bewiesen ist.
b) Fir (z,y) # (0,0) erhalten wir mit Hilfe der Quotientenregel
—2xy(x? + y?) — (v* — 2%y)22 4y
fo(@,y) = ( 2) 2(2 ) T T2 422
(2% +y?) (2% +9?)
und
oy = B =)@ 0 — @0 — a2y ety — ot 4y
€T = =
y\ Y (22 + 2)?2 (22 1 2)2
Im Punkt (0,0) dagegen miissen wir auf die Definition der partiellen Ableitung zuriickgehen:
t,0) — f(0,0 0-0
f2(0,0) = lim f(£,0) = £(0.0) =lim—— =0
t—0 t t—0 t
e (0.1) ~ £(0,0) :
=1 = lim - - —liml=1.
£4(0,0) Py t 50 ¢ 0+ t2 Py
c) Wegen
Ly ke L0 p0,0
fm(EaE)*_(k_z_’_k_Q)z - - 7é *fl‘( ) )
und .
0—k*+0 k—o00
1) — _ _
fy(:0) = Err0e -1 ——= -1#1= f,(0,0)

sind die partiellen Ableitungen von f in (0,0) nicht stetig.



d) Essei o= (v1,v2) € R?\ {(0,0)} eine beliebige Richtung. Dann gilt
8f f((oa 0) + hU) — f(oa 0) = lim f(hvla th)

0,0 li
8v( )= B0 h h—0 h
. 1 (hve)® — (hv1)?hvg . R3v3 —R3vivg . v —vPvy  v3 — vivg
= lim — - = lim —=—5——— = lim =
h—0h  (hv1)? + (hvg)? h=0  h3(v? + v3) h=0 v? + v3 v? + v3

Dies soll nun mit

wro0)-i= (1) () =v

verglichen werden. Es gilt

3 _ .2
vy — Vv
2 192 3 2 2 2 2
T = U2 = Uy —viv2 = va(v] +v3) <= 2vjve = 0.
V] + v

Gleichheit gilt also genau dann, wenn vy = 0 oder vo = 0 ist.

e) Nicht fiir alle Richtungen ¢ gilt die Gleichung %(0,0) = (Vf(0,0)) - ¥. Folglich kann die
Funktion f in (0,0) nicht differenzierbar sein, denn sonst miisste diese Gleichung fiir alle
Richtungen v gelten.

Da die partiellen Ableitungen von f auf R?\ {(0,0)} stetig sind, ist f auf R?\ {(0,0)} stetig
partiell differenzierbar, also auch differenzierbar und fiir (x,y) # (0,0) gilt

flxy) = (Viy) = (—dzy®  —a' +42%y? + y') e RV

(22 + y2)2
Aufgabe 31

a) Fir die partiellen Ableitungen von f im Punkt (0,0) gilt

_ 2 g -1y _
f2(0,0) = lim 1(t,0) — 1(0,0) = lim tsinltl” ) —0 _ = lim ¢sin(|¢|” ) =0,
t—0 t t—0 t t—0

weil Sin(]t]_l) beschrénkt ist, und aufgrund von f(z,y) = f(y,z) ist f,(0,0) = f,(0,0) = 0.

Die Funktion f: R? — R ist genau dann differenzierbar in (0,0), wenn es eine lineare Abbil-
dung A: R? = R, also A € R'*2, gibt mit

F(h ha) = £(0,0) = A(RL)| (k)-8
RS ’ )
ha

Wegen f,(0,0) =0 und f,(0,0) =0ist A= (0 0) unser Kandidat fiir die Ableitung von f in
(0,0). In der Tat ist (x) fiir dieses A erfiillt, denn es gilt f(0,0) =0 und A( Z;) = 0 sowie

h1 0
fhah (h )_>(0)
et Vh”h%“ﬁ_”( e )H 0

b) Fiir die partielle Ableitung von f nach z ergibt sich im Fall (x,y) # (0,0)
fo(w,y) = 2wsin (@2 + ) 772) + (22 + P cos (22 + 99)7V2) - (- 1) (@ + 472 20
= 2xsin ((332 + y2)_1/2> — (2 4+ y?) Y2 cos ((x2 + y2)_1/2> .
Damit hat man fiir x # 0
fo(2,0) = 2z sin(|z| ") — 2|2 cos(|z| ).

Ist zp, := ﬁ, k € N, gesetzt, so strebt z; — 0 fiir k& — oo, allerdings konvergiert f,(zx,0) =
2.2 sin(km) — cos(km) = —(—1)* fiir k — oo nicht. Folglich ist f, in (0,0) nicht stetig. Aus
Symmetriegriinden (f(x,y) = f(y,z) fiir alle (z,y) € R?) gilt dies auch fiir f,,.

Bemerkung: Die Funktion f ist ein Beispiel fiir eine Funktion, die differenzierbar ist, jedoch
nicht stetig partiell differenzierbar ist. Wenn man also weif3, dass eine Funktion nicht stetig
partiell differenzierbar ist, dann kann man keine Aussage iiber Differenzierbarkeit treffen.



Aufgabe 32

Offensichtlich besitzen alle drei Funktionen stetige partielle Ableitungen und sind damit differen-
zierbar.
Fiir f mit den Komponentenfunktionen fi(z,y) := 22 und fo(z,y) := y? gilt

/ _((f)e (fr)y) _ (22 O
ren= (G ()= (5 5)
und ebenso ergibt sich

p _ (ycos(zy) xcos(zy) p _ [€¥cosy —esiny
g (z,y) = ( ety Tty und W(z,y) = coshz 0 '

Mit Hilfe der Kettenregel kommen wir dann auf

y? cos(z?y?) 22

(9o f)(z,y) =g (f(z,y) - f'(z,y) = ( e §2§i€§y2>) <26c 20y )

~ [2xy? cos(z?y?) 227y cos(z?y?)
= 2$6$2+y2 2yex2_’_y2 .

Fiir die Funktion h o g erh&lt man

(hog) (z,y) =h(9(x,y)) - ¢'(x,y)

B esin(zy) cos(e?HY) _esin(zy) sin(e®t¥)\ [ycos(xzy) zcos(zy)
~ \_ cosh(sin(zy)) 0 ety ety ’

und Ausmultiplizieren liefert fiir (ho g)'(z,y) die Matrix

_ ((ycos(xy) cos(e™¥) — " sin(e”H)) ) (2 cos(wy) cos(e™ V) — etV sin(e" 1)) est(y)
N y cos(zy) cosh(sin(zy)) x cos(zy) cosh(sin(zy))

Wegen
go fla,y) = g(f(z,y)) = g(z*,y?) = (sin(x?y?), e ) =: (ui(z,y), uz(z,y))

erhalten wir

(u2)z  (u2)y 2pet” Y’ 2yet v’

(50 FY (o) = ((uom (uny) _ <2xy2 cos(a%y?) 2x2ycos<x2y2>> |

Auflerdem ist

hog(x,y) = h(g(x,y)) = h(sin(:z:y), exﬂ/) = (esm(wy) cos(eIer),sinh(sin(:Uy))) =: (vi(z,y),va(z,y))

und fiir die Ableitung ergibt sich

(o)) = ()7 (0

(v2)z (v2)y

_ ((ycos(zy) cos(e*tY) — e*t¥ sin(e™+))esn(#Y) (1 cos(zy) cos(e*HY) — eV sin(emHY))esin(zy)
N y cos(xy) cosh(sin(zy)) x cos(zy) cosh(sin(zy))
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