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Aufgabe 37

a)

b)

Es gilt Vf(z,y) = (y + 1,2 — 2)T = (0,0)T genau dann, wenn (z,y) = (2, —1) ist. Somit ist
(2,—1) der einzige kritische Punkt von f. Wegen det H¢(2, —1) = det ( ? (1) > =-1<0ist
die Hessematrix Hy(2,—1) indefinit, so dass f in (2, —1) einen Sattelpunkt besitzt.

Der Gradient von f lautet Vf(x,y) = (62> — 3y, —3x + 632)”. Die erste Komponente ist
= 0 genau dann, wenn y = 222 ist. In diesem Fall ergibt sich fiir die zweite Komponente
—3x + 242" = 32(82® — 1). Die kritischen Punkte sind also (0,0) und (3, 3).

Die Hessematrix von f ist gegeben durch Hy(x,y) = < 1%; 1_23 >

0
-3
ist (0,0) ein Sattelpunkt.

Da Hf(0,0) = _(?; > die Eigenwerte —3 und 3 besitzt, ist H¢(0,0) indefinit. Deshalb

Da Hy(3 ( ) die Eigenwerte 3 und 9 besitzt, ist Hy(3,3) positiv definit.

Somit hat f in ( % % ) ein lokales Minimum.

Wir bestimmen zunéchst die kritischen Punkte von f. Es gilt
fo(z,y) = 2" 4 (2z + 2y + 3)679”27?”2(—295) = (—4x? — 4oy — 62 + 2)673627

Wegen f(z,y) = f(y,x) ergibt sich daraus f,(z,y) = fo(y,2) = (—4y2—4azy—6y+2)6_”"2_
Kritische Punkte von f sind solche mit V f(z,y) = 0, also mit

—4x? —dzy —624+2=0 und —4y? —dxy—6y+2=0. (%)
Wir ziehen die erste von der zweiten Gleichung ab und erhalten
4z —y*)+6(x—y) =0, also (z—y)(4(z+y)+6)=0.

Dies ist gleichbedeutend mit z —y = 0 oder 4(x + y) + 6 = 0. Im ersten Fall, also fiir z = y,
folgt aus (%) die Gleichung

—822 —6x+2=0, also x2+%x—§:0.
Diese hat die zwei Losungen 12 = —% + (6% + %)1/2, d.h. 2z = % und zp = —1.
Im zweiten Fall (fir y = —z — %) wird die erste Gleichung in (x) zu

—42* —da(—x — 3) —6x+2=0, also 2=0.

Es gibt folglich genau zwei kritische Punkte: (—1,—1) und (3, 7).
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Nur dort kénnen lokale Extrema von f sein, doch ob tatsdchlich Extrema vorliegen, miissen
wir noch untersuchen. Dazu betrachten wir die Hessematrix von f. Es gilt

fro(@,y) = (—8x —dy = 6)e™* V" — 2a(~da® — dzy — 6x +2)e "
= (82° + 8%y + 122° — 122 — 4y — 6)e = Y,

Fy(x.y) = (8y° + 8ay® +122 — 4z — 12y — 6)e > ",

fay(z,y) = —4pe~ TV 2y(—4x? — 4wy — 61 + 2)e™
= (82%y + 8uy? + 12zy — 4o — dy)e ™ V"

Folglich ist

1 _ fwz(_L_l) fmy(_la_l) _ 6672 4672

st = (000 f ) = (e o)

Wegen fyz(—1,—1) = 6e72 > 0 und det Hf(—1,—1) = 20e~* > 0 ist diese Matrix positiv
definit. Somit besitzt f im Punkt (—1,—1) ein lokales Minimum. Weiter ist

—96_1/8 —6_1/8
Hy(3,7) = <_€—1/8 —96_1/8> :

Wegen fm(%,%) = —9¢ /8 < 0 und det Hf(4, 4) = 80e /4 > 0 ist diese Matrix negativ
definit. Im Punkt (3, %) hat f daher ein lokales Maximum.
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Da ) abgeschlossen und beschriankt ist und f auf @) stetig ist, nimmt f nach dem Satz in 19.18
auf () Maximum und Minimum an.
Wir betrachten f zunéchst im Inneren von @), also auf (0,5) x (0,5). Es ist

20y — 4y — 4x
Vf<x,y>=<x%_4§+4>-

Gilt Vf(z,y) = (0,0), so liefert die zweite Komponente (x —2)? = 0, d.h. = 2. Fiir z = 2 lautet
die erste Komponente —8. Diese ist stets # 0, so dass es keine kritischen Punkte von f gibt. Daher
besitzt f keine lokalen Extremstellen in (0, 5) x (0,5) und die Extrema von f werden auf dem Rand
von ) angenommen. Wir untersuchen f auf dem Rand von Q:

x =0: f(0,y) = 4y — 2. Dies wird maximal fiir y = 5 mit f(0,5) = 18 und minimal fiir y = 0 mit

f(0,0) ==
x =5 f(5,y) = 9y — 52. Dies wird maximal fiir y = 5 mit f(5,5) = —7 und minimal fiir y = 0 mit
f(5,0) = —=52.

y=0: f(z,0) = —22% — 2 =: g1 (x). Wegen ¢} (z) = —4z < 0 fiir z € [0,5] ist g1 auf [0, 5] monoton
fallend. Daher sind 0 und 5 die Extremstellen von g; = f(+,0) mit f(0,0) = —2 und f(5,0) =

y =5 f(x,5) = 32% — 20z + 18 =: go(x). Wegen gh(x) =62 —20 =0 <= 2 = 10 € (0,5) miissen
wir £(0,5) =18, f(&,5) = —4 und f(5,5) = —7 berticksichtigen.

Insgesamt erhalten wir

max f(x,y) =18 und min T —52.
(w)le( Y) (y)le( Y) =
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Da die Menge S beschrankt und abgeschlossen ist, nimmt die stetige Funktion f dort ihr Minimum
und ihr Maximum an; die Existenz der globalen Extrema ist also gesichert. Definiere

L gl(%ZJ,Z) L l’+y+Z
g(a?,y,z) T <92($,y72)) T <3§‘2 +y2 +22 _ 1> .



Dann ist S = {(x,9,2) € R®: g(x,y,2) = (0,0)}. Zur Bestimmung der globalen Extrema von f
auf S verwenden wir die Multiplikatorenregel von Lagrange. Zunéchst iiberpriifen wir die Voraus-
setzungen: Sowohl f als auch g sind auf R? stetig differenzierbar. Wegen

gy — (L 11
IAY2) =\ 9p 2y 2z

gilt rang ¢'(z,y, 2) < 2 genau fiir z = y = z; solche Punkte kénnen jedoch die Nebenbedingungen
g1(z,y,2) = 0 und ga(z,y, z) = 0 nicht erfiillen, denn aus z +y + z = 0 folgte dann z =y =2 =0
im Widerspruch zu z? + y? + 22 = 1. Also erhalten wir simtliche Kandidaten fiir Extremstellen
durch Anwenden der Multiplikatorenregel von Lagrange: Wir setzen

L(xaya'zv)\la)‘Q) = f(mayaz) + Algl(l'ayaz) + )\292(1'31%2)
=5r+y—32+M@+y+2)+ @ +y?+22-1)

und 16sen dann das Gleichungssystem VL(z,y, z, A1, A2) = 0, also die fiinf Gleichungen
5+ A +2Xx =0, 1+ A1 +20y =0, =3+ A1 +2X2=0,
z4+y+2=0, i+ 22 -1=0.
Addition der ersten drei Gleichungen liefert
34+3M +20(r+y+2)=0,

wegen x+y+2z = 0 also \; = —1. Damit wird die erste Gleichung zu 442Xz = 0, was insbesondere
A2 # 0 bedeutet. Die zweite Gleichung lautet 2A\oy = 0, woraus mit Ay # 0 sofort y = 0 folgt. Aus
r+y+2z = 0 ergibt sich dann z = —x und in 2% +y? + 22 = 1 eingesetzt folgt 222 =1, d.h. 2 = %\/i
oder z = —%ﬂ Die extremwertverdéchtigen Stellen sind damit

(%\/5707_%\/5) und (_%\/5707% 2)

Die Funktionswerte dort sind f(%\/i,o, —%\/ﬁ) = 4/2 bzw. f(—%\@,(),% 2) = —44/2. Folglich
besitzt f auf der Menge S das Maximum 4v/2 und das Minimum —4+/2.
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a) Fiir einen kritischen Punkt muss gelten Vf(z,y) = (22(242% — Ty), 722 + 2y)7 = (0,0)T.
Aus der ersten Gleichung folgt x = 0 oder 24x? — 7Ty = 0. Der Fall 2 = 0 fiihrt zu y = 0, und
wir erhalten den kritischen Punkt (zg,y0) = (0,0). Aus 2422 — Ty = 0 folgt 2y = %xQ und
dies in die zweite Gleichung eingesetzt ergibt —7x2 + gﬁ = 0, also wieder « = 0. Einziger
kritischer Punkt ist somit (0, 0).

14422 — 14y —14z

b) Hy(z,y) = ( dx 9 ) und folglich gilt H¢(0,0) = (8 (2)> ist positiv semidefinit,

wir kénnen also mit dem Satz in 19.17 keine Aussage treffen

c) Auf der Geraden x = 0 wird die Funktion beschrieben durch

g(y) = f(0,y) =y*.

Fiir y = 0 besitzt g ein striktes lokales Minimum.

Alle anderen Ursprungsgeraden konnen durch y = ax mit a € R dargestellt werden, und die
Funktion wird dann durch

h(z) == f(z,ax) = 122" — Taz® + a*z?



beschrieben. Wir erhalten
B (z) = 4823 — 21az?® 4 2a%x  alsoh’(0) = 0

sowie
B (z) = 1442? — 42ax + 2a>  d.h.h"(0) = 24*> > 0.

Somit besitzt h in z = 0 ein striktes lokales Minimum.

d) Auf der Parabel y = az? hat die Funktion die Gestalt
p(z) := f(z,ax?) = 122% — Taz? + a2 = 24 (a® — Ta +12) = 2*(a — 3)(a — 4) .

Damit ergibt sich

pz) = 42°(a—3)(a—4) = p(0) = 0
p'(x) = 122%(a—3)(a—4) = p"(0) = 0
p"(x) = 24x(a—3)(a—4) = p"0) = 0
p(x) = 24(a-3)(a—4) = p"(0) = (a-3)(a—4)

Fiir a € [3,4] ist p”(0) < 0 und in 2 = 0 liegt ein striktes Maximum vor. Fiir a ¢ [3,4] ist
p""(0) > 0 und in = = 0 liegt ein striktes Minimum vor (siche HM I, 10.15).

Bei dem kritischen Punkt (0,0) handelt es sich also um einen Sattelpunkt.
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Schreibe g(z,y, z) = f(x,y, 2)v(z,y, z) mit

flayz) = DIV E ST : (@.9.2)
T, Y, 2) = = — vz, y, z) =
Y @212+ 222 22492422 (22 g2+ 22)2 Y

INEENSI

Mit der Produktregel aus 19.21 erhalten wir rotg = V x g = V x (fv) = f(V x v) + (Vf) x v.
Offenbar ist V x v = 0 und fy(z,y,2) = —2x(2? + y* + 2%)72 + 8x(2% + y? + 2?)3; die anderen
partiellen Ableitungen berechnet man genauso und erhélt

8 —2(x? + 92 + 2?)

Vi(z,y,2) = ($2 T2+ 22)3

x
yl, also (Vf)xv=0.
z

Folglich ist rot g = 0. Fiir die Divergenz ergibt sich

divg=V.-g=V-(fv)=f(V-7)+(Vf) T
8 —2(x2 +y? +2?2)
(22 +y? 4 22)3

(22 +y? +22)2

=3f + (a® +9? +2°) =
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Fiir & = (x1,...,2,) € R"\{0} definiere (%) := ||| = /23 + 23 +... +22. Dann ist f = For
und fiir jedes k =1,...,n gilt

or @ 2zy, Tk
— () = = T
2/t + a3+ .. +a2 7]

8.%'k

Damit erhalten wir

of

oaf O(For) or T
Oz

(Z) = o (7) = F/(’r’(f)) Txk (Z) = F/(HfH) ”fH



Weiter ist

2

S
~

1'2
(&) = F"([1#) ﬁ + F'(I171) 7= + F (1) - (=1)

2 2
1 T
— F(|2])) —k — — kA E()|12])).

Somit ergibt sich fiir den Laplaceoperator

X

Q
N

n 82
Af(#) =D o5 (#)
k=1 """k
2,2 2 2, .2 2
+25+...+x n ri+x5+...+x
— (g L 2 n no 2 n )\ f (17
) =z * {17 Gk (1)
S n—1 S
= F" (1) + - F(171)-
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