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Aufgabe 43

Offenbar ist der Integrand jeweils eine stetige Funktion; wir kénnen daher die Integrale mit Hilfe
von Satz 1 aus 20.5 berechnen.

a) Es gilt

[0,1]x[0,1]

1 1 1
1
// (wy+y2)d(x,y)=/0 /O(nyry?)dydm:/o [3ay? + 39°],_ydz
1 1
S (ORI R [ R 4

b) Diesmal ergibt sich
0 f2 0 )

// cosh(2z +y) d(z,y) = / / cosh(2z + y) dy dx = / [sinh(2z + y)]y:O dz

-1Jo 1

[—1,0][0,2] B

0
— /_l(sinh(2:n +2) —sinh(2z)) dz = [4 cosh(2z + 2) — %COSh(Ql’)](il

= (3 cosh2 — % cosh0) — (3 cosh0 — 1 cosh(—2)) = cosh2 — 1 = %(62 +e?)—1.

Aufgabe 44
a) Fiir den Integrationsbereich B gilt:

B:={(z,y) €eR*: ye[0,1],z €[y, 1]} = {(z,y) €R*: z € [0,1],y € [0,2]}

Da f(z,y) = @’ stetig auf B ist, folgt mit Satz 2 in 20.5:

1 1 1 rx 1 rx 1
/ / e da dy = / / e’ dydx = / / dy " dx = / ze” dx = [%e’cz]é =<t
0 Jy 0o Jo o Jo 0

Bemerkung: Hier ist das innere Integral | ! e2® 4z nicht explizit berechenbar. Fiir die Bestim-
mung eines iterierten Integrals kann also die Integrationsreihenfolge wesentlich sein.

b) Fiir den Integrationsbereich B gilt:
B:={(z,y) eR*: ye[0,1],z€[yy’ +1]} = BiUB,
wobei

By = {(x,y)eRzz ye[0,1],:166[y,l]}:{(ac,y)ERz: x €10,1],y € [0,z]}
By ={(z,y) eR?: ye 0,1,z € [1,y>+1]} = {(z,y) eR?*: z€[1,2,y € [V —1,1]}


mailto:peer.kunstmann@kit.edu
mailto:dagmar.roth@kit.edu

Da f(x,y) = 2y stetig auf B ist, erhalten wir mit Satz 2 und Bemerkung (b) in 20.5:

y2+1
// xydxdy—//xyd:cy //xydmy
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a) Mit y/(t) = (cost — tsint,sint + tcost, 1) ergibt sich fiir jedes ¢ € [0, 27]

|7/(t)|| = \/(cost — tsint)2 + (sint + tcost)2 + 1
= \/cos2t — 2tcostsint + t2sin?t + sin?t + 2tsintcost + t2cos2t + 1 = \/2+t2.

Nach Definition des Kurvenintegrals ist dann

2m 2w
/fds = FOY@O) Iy ()| dt = / <2t — V12 cos2t + 12 sin2t)\/2 +t2dt
gl 0 0
= /0 tV2+ 2 dt = [L2+ 123207 = 1((2+ 4n?)P? — 23/2)
—2Va((1 2 1),
b) i) Definitionsgemif ist
2 2m cost ;
e —sint
/ /0 ') dt_/o (costsint) ‘ < cost ) di

27r
/ —e“Stsint + sint cos® t) dt = [6COSt—%COS3t]2W =0.
0

ii) Wir benutzen wieder die Definition des Kurvenintegrals:
cosht cosht

In2 In2
/U-dé’—/ U(y(t))-fy/(t)dt—/ —sinht | - | sinht | dt
3 0 0

sinh ¢ cosht
In2 In2
= / (cosh?t — sinh®t + sinh t cosht) dt = / (1 + sinhtcosht)dt
0 0
n

24+ [% sinth]gﬂ =In2+ %sinh2(1n2) =In2+ %(%(em — e_lnz))2 =In2+ %.



iii) Die Kurven yry: [0,1] — R? ~1(t) = (¢,0), und 72: [1,2] — R? v,(t) = (1, — 1), sind
reguldr mit 1 (1) = y2(1). Somit liegt die Situation aus Bemerkung (d) in 20.1 vor:

Aa@;/ﬁmgﬁéa@;A%W@yﬁ@ﬁ+l%m@yﬁ@ﬁ
[ G [ Gatta) ()
/1sintdt+ /12(1 +(t—1)2) dt = [~ cost] g+ [t+ 2t — 1)*]2

=(—cosl+1)+(2+%—-1)=1—cosl.

c) Schreibe = (f, f2). Da R? einfach zusammenhingend ist, fe C1(R%,R?) gilt und die
Vertréglichkeitsbedingung

01 fo(z,y) = O1(22 +4?) = 20 = Do (22y) = Do fi(x,y)  auf R?

erfiillt ist, stellt f ein Potentialfeld dar, d.h. es gibt ein Skalarfeld ¢ € C'(R? R) mit f = V.

Wegen O,0(z,y) = fi(z,y) = 2zy ist p(x,y) = 2%y + 1(y) fiir eine stetig differenzierbare
Funktion ¢: R — R. Aus 9yp(z,y) = fo(z,y) und dyp(z,y) = 22 + ¢/ (y) folgt ¥'(y) = y>.
Dies ist beispielsweise fiir 1(y) = 1 y® erfiillt. Somit ist

1
o(z,y) = 2%y + 3 y?

ein Potential von f auf R?. Die Arbeit A ist gleich dem Wert des Kurvenintegrals

A:/f-d§,
vy

welches wegen f = V¢ nur vom Anfangs- und Endpunkt von ~ abhéingt:

14

A=p(-1,2) — ¢(0,0) = 3

Aufgabe 46

Zunéchst berechnen wir jl{ ¥ - dS direkt mittels der Definition des Kurvenintegrals:
v

y
L
73 o
G
o1 @

Definiere die reguliren Kurven v1,72,73: [0,1] — R? durch
fyl(t) = (t70)7 VQ(t) - (1_t7t)7 73(t) - (Oal_t)

Dann gilt 71 (1) = (1,0) = 72(0), 72(1) = (0,1) = y3(0) sowie y3(1) = (0,0) = ~1(0). Da der positiv
durchlaufene Rand des Dreiecks mit den Eckpunkten (0,0), (1,0) und (0,1) durch v =~y +v2+ 3
gegeben ist, erhélt man



Fiir die drei Kurvenintegrale auf der rechten Seite ergibt sich

/Wlﬁ-ds*:/Olﬁ(vl(t))'vl'(t)dt:/ol (?Bt_%) . (é) dt:/othdt:;,
Lo [ (G (Do [ 50) ()

1
1 1 3
3 2 _ 4 3 2 _
/ P —3t° +2t—1dt = [Zt — 3+t —t]o_—Z
0

und

Aga.dngl (0.(0;:2)'(_1(_175_)02) : <_01> dt:/ol(l—t)th: [—%(1—75)3](1) — %

Zusammen folgt
%qdq 1 3+1 1
v-d§==-—-4+-=——.
~ 3 4 3 12

Unter Verwendung des Gaufischen Integralsatzes in der Ebene lésst sich das Kurvenintegral folgen-
dermaflen ausrechnen:

G C R? sei das Innere des Dreiecks mit den Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1). Dann ist G ein be-
schrinktes Gebiet. Es seien vy (z,y) := 22 + xy sowie vo(z,y) := x%y — y? gesetzt. Offenbar ist
7 = (v1,v2) auf R? stetig differenzierbar und der Rand OG, parametrisiert durch +, erfiillt die
Voraussetzungen des Gauflschen Integralsatzes 20.6. Dieser liefert

ﬁ 75 = [ [ (Guuataoy) - dovr (o) o) = [ 2wy = ) o).
G G

Da der Integrand stetig ist, gilt

- /01 </Olz(2:ry — ) dy> do = /01 2y — wy], ¢ do

! ! 11
:/0 (w(l—x)Q—a:(l—a:))dx:/O (w3—x2)dx:1—§:_ﬁ,
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Setzen wir ¥(z,y) := (vi(z,y),ve(z,y)) mit v1(z,y) := —2y und ve(x,y) := zy, dann ist ¥ auf R?
stetig differenzierbar und es gilt djva(x,y) — Oav1(x,y) = y + 2. Der GauBsche Integralsatz liefert

/G/(x2 +y)d(z,y) = é/(alw(x,y) — Oyvr(,y)) d(w,y) = fgcﬂ .

Der positiv orientierte Rand 0G der offenen Einheitskreisscheibe G wird parametrisiert durch die
regulidre Kurve ~(t) = (cost,sint) mit 0 < ¢ < 27. Folglich ergibt sich

[ @+ naan = | 7 S0 (8)) -~ (6) it = / - (—;‘;f tsin t) . (—C (jfjj) it
G

2m (%) 2m 2w
= / ((3052 t sint + sin t cos® t) dt = / % sin?(2t) dt + / sint cos? t dt
0 0 0

27 9 (#%) 47 (k)
= i/ sin?(2t) dt — [% cos® t]tio = é/ sin?(u) du " = % =1,
0 0

Hierbei verwendeten wir in (%) das Additionstheorem des Sinus: 2 sint cost = sin(2t), in (xx) die
Substitution © = 2¢ und in (* * ) die Identitét fozﬂ sin?(u) du = 7. Letztere kann man z.B. mit
Hilfe von partieller Integration zeigen.



Aufgabe 48

a)

—

Die Funktionen @, 0 sind stetig differenzierbar und auf ganz R3 definiert. Da R? einfach
zusammenhéngend ist, gilt: Es handelt sich genau dann um ein Potentialfeld, wenn die Ver-
traglichkeitsbedingung erfiillt ist. Im R? ist dies dquivalent dazu, dass die Rotation verschwin-
det (siehe Definition der Rotation). Schreibe @ =: (v1,v2,v3). Wegen

8203(:1:7?% Z) =2y+ 3221:2 ’ 63'1}2(%, Y, Z) = 322%2 7é 82'03(‘7:7y7 Z)

ist V x @ # 0. Also ist ¥ kein Potentialfeld, d.h. es gibt kein C'-Skalarfeld f: R® — R mit
v=Vf.

Fiir @ =: (w1, we, ws) hingegen gilt
8211)3 = 6Z = 83102 s 8311)1 =2z = 81w3 s 8111)2 =0= 8271)1 .

Somit ist 0 ein Potentialfeld, besitzt also ein Potential f: R?® — R. Fiir dieses Potential muss
Oz f(z,y, z) = 22 gelten. Integrieren beziiglich z liefert:

fla,y,2) =22+ cly, 2)

mit einer gewissen Funktion ¢ : R? — R. (Die , Integrationskonstante“ kann also noch von ¥
und z abhéngen.) Es folgt 0, f(x,y,2) = 0yc(y, z), und dies soll = e* sein. Daher haben wir
c(y, z) = ye® + d(z) mit einer gewissen Funktion d : R — R. Wir wissen also

flz,y,2) = 2% + ye* +d(z),

und hieraus folgt 9, f(x,y, z) = 2zx + ye* + d'(z). Damit dies gleich der dritten Komponente
von w wird, muss d’ = 0 gelten. Wir wiihlen d = 0 und haben ein Potential von w:

flz,y,2) = 2%z + ye®.

b) Bei ¥ rechnen wir das Kurvenintegral anhand der Definition aus:
1 L [t? -1
/17- ds = / F(y(t)) -~ (t) dt = / ot | | 1 |at=[-L+13],=2.
o 0 0 t2 0
Bei @ dagegen kénnen wir auf das oben bestimmte Potential f zuriickgreifen:
[ @5 = £(3(0) = £((0) = F0.1.0) = F(1,0.0) =1 -0 = 1.
.
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a)

Wir berechnen das Kurvenintegral zunéchst direkt. Es sei v = 1 + 72 + 3 mit ~; : [0, 7] —
R? (i = 1,2,3) und

wo=(g).  wo=(""). we=(.",)

Weiter gilt: v1(m) = 72(0), v2(7) = 73(0) sowie v3(w) = ~1(0). Der Rand 9D wird durch ~
parametrisiert und mit Bemerkung (d) in 20.4 folgt:



Fiir die einzelnen Integrale gilt:

/wlv = / on(®) /0 <Smt> () = Oﬂsintdt:2
Foa (0] (Fac

™
:/0 —sint 4+t — t?dt = [cost + Ft* — $7]0 = T — 2

oo [ () ()

3

Somit folgt §,,7-ds = %

~

—sin(mr —t) + t(mr —t)dt

Mit Integralsatz: Offenbar sind die Voraussetzungen des Stokesschen Integralsatzes erfiillt, so
dass mit dem Satz folgt:

j{aDU-dé':é/ V X ;1;; ~@3d(x,y)
:/ O (wy) — O, (sinx) d(:c,y)Z//yd(ﬂfay)
_/ / ydydx—/ L — )2 dx—/ 122 rp 4 Lntda

1.3 3
— g g =T

b) Essei vy =71 + 72 + 73 wie in a). Wir bestimmen zunéchst die duflere Einheitsnormale N:

Auf vy gilt N = <_01>, auf o gilt N = % (i) und auf 3 gilt N = <_01> Somit folgt fiir
die Teilintegrale

/ﬁ-ﬁds:o
71
S A Y , _ [T (sin(m=t)\ 1 (1
[ Fas= [Tatu0) Foaonlnsonae = [ (W0) - 5 (]) vaa
T 71.3
:/ sint+7rt—t2dt:€+2
‘Nds=0

Lr

und zusammen ergibt sich faD Z f 7-Nds =12

Mit Hilfe des Divergenzsatzes konnen wir das Kurvenintegral umformen zu

/ - Nds :/V vd(x,y) = /cosa:—i—xd(x,y)
oD

/ / cosx—i—wdydx—/ (m —z)(cosz + x)dz

—/ TCosT — xcosT + mx — x2 dx
0

3 ™
= [wsmx—cosx—a:smm—i—”:ﬂ—%} == 19
0
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