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Aufgabe 50

a) Fiir (z,y,2) € A gilt nach Definition der Menge = € [1,2] sowie 0 < 22 — y2, also y? < 22,
d.h. |y| < |z| = = wegen = > 0. Mit

Ag:={(z,y) eR*: z€[,2], —z <y <z}
lasst sich A schreiben als
A={(z,y,2) €R*: (z,y) € Ap, 0 < z < a® —y°}.

Da der Integrand f(z,y,z) = 1 stetig ist, erhdlt man nach 21.2

:///d(:ﬁ,y,z)://</0x2_y ) (z,9) / /_x/ dzdydx
//xa: —y)dyda;_/lz[a: y_3y]y——zd$_/l 13 dy

= [12'?_ =116-1)=5.

vol(E) := /// d(z,y, z)
E
p e (- (4 (=)

zu berechnen, fithren wir die Substitution (z,y, z) = (au, bv, cw) durch. Die Transformation
lautet also ®(u, v, w) = (au, bv, cw) und hat die Ableitung

b) Seien a,b,c > 0. Um

fiir die Menge

0 0
& (u,v,w) = b 0
0 ¢

o O R

mit det ®'(u,v,w) = abc > 0. Ist K = {(u,v,w) € R3 : u? + v? + w? < 1} gesetzt, so gilt
®(K) = E, denn

ek = ()4 ()

Daher erhalten wir mit Hilfe der Transformationsformel 21.3

[t = [ it =ae [ atuvn
E % P4

Nach Beispiel 21.2 (1) (mit r = 1) betrsigt das Volumen von K: 37, so dass

/// d(x,y, z) abc4—7r
3
E

cwH 2
(%) =1 = (oubu,cw) = (u,v,u) € B
C
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folgt. Alternativ liefern Kugelkoordinaten (u,v,w) = (rcos¢ cosd,rsiny cosd, rsind) mit
r € [0,1], ¢ € [0,27], ¥ € [-F, §] fiir vol(K') ebenfalls

2 2 A7
/// U, v, W) / / / T cosﬁdﬁdgodr—/ / 22 dcpdr—/ A7r? d'r’—?
us 0
2
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Die Menge B wird von den Koordinatenebenen und von der Ebene durch die drei Punkte
(1,0,0), (0,1,0) und (0,0, %) begrenzt (siehe Skizze). Damit ist (z,y, z) € B dquivalent zu

0<z<1, 0<y<1l-—=x, nggé(l—x—y).
Bei B handelt es sich also um
B={(zy,2) ER’: (z,y) €By, 0<2<i(1—-2—y)},
wobei BO::{(x,y)ERQ: 0§x§1,0§y§1—x}.

Da (z,y, z) + sin z auf R stetig ist, ergibt sich fiir das Integral nach (1) aus 21.2

1 pl—z p(l—z—y)/2
///Slnzda:y, / / / sin z dz dy dx
0 Jo 0
1— x g 1- a: 1
/ / — cos 2] dydac—/ / —cos(—54) + 1) dy dx

:/0 [25in(15=2) + ] xd;c—/o (1 -2~ 2sin(15%) ) de

= [z - 32° - 4008(%)]:1:0 = (1—3—4cos0) +4cos(3) = —Z +4cos(}).

b) Wir greifen auf Zylinderkoordinaten zuriick:
T =7rcosy, y=rsinyp, z=2z, d(z,y,z) =rd(r,¢,2) .

Fiir (z,y,2z) € B gilt 0 < z < 1, und die zweite B definierende Ungleichung fiihrt auf die
Bedingung 72 < (1 — 2)2. Die Menge B ist also charakterisiert durch

0<2<1, 0<p <2, 0<r<1—=z.

Die Transformationsformel liefert nun

2w lz
///m —|—y22(12)dajy, // / 221z)rdrdg0dz
—277// roe2(1-2) drdz—27r/ [grﬁ]i g 21-2)" g,
0

2(1-2)771 7r(e2—1)
10T g, | _mler =D
/0 am(1=2) dz 2 ., 12



c) Definiere K = {(z,y,2) € R3: 2?2 +9?+22 <1} und S = {(z,9,2) € R?: 1 <a2?+y? 422 <
2}. Dann gilt B= KU S und K NS =, und folglich

m::/B//p(a:,y,z T,Y, 2 ///1+x2+y T2 (a:,y,z)—F/S//Qd(a:,y,z)

Da S = B(0,2)\B(0, 1), gilt vol(S) = vol(B(2,0)) — vol(B(0,1))

4 4 56
2 =2(=m2d——n) =7
/// d(z,y, z) <37T 37T> 37
S

Fiir das erste Integral benutzen wir Kugelkoordinaten:

x=rcosp cost, y=rsinpcos?, z=rsind mit r € [0,1], » € [0,27], J € [-F, §].

Die Transformationsformel liefert

/[<//1+$273y2+z2 d(x’y’z):/Ol/gg/o%P(f(?”’ea@))Jf(f(?“ﬁ,g@)ﬂdgodﬁdr

™

/1/<2 /27r
—27r// cosﬁdﬁdr
g
r2 1 1
=4 ——dr =14 1-—
7r/0 1+7“2d 7T/0< 1—|—7"2>dr

=47 (1 — [arctan7]}_) = 4n (1 — (5 — 0)) = 47 — 7°.

2 2 cos ¥ de dV dr

Zusammen ergibt sich also

56 68
m=—n+47 — 1> = —7 — 7.
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Die Fliche F = {(z,y, f(z,y)) : (z,y) € R? 2* + y* < 1} liegt in expliziter Darstellung vor mit
f(z,y) = 22 + y? bzw. in Parameterdarstellung F = {§(z,y) : (z,y) € R?, 22 +¢? < 1} mit

§(:U,y) = Yy
f(z,y)

Wir setzen B = {(z,y) € R? : 22 + ¢? < 1}. Dann ist
0

//do—/ 102z, 9) % By y)l| d(z, ) = // o
-/ _8§f1<xi o || d.v) = [[\Ousw i+ @+ 1wy
B B

:é/mdw,y)-

—_
3
8

N

Mit Polarkoordinaten ergibt sich

// Var2 + 1rd(r,¢) —277/\/47“2 lrdr:27r[12(4r +1)3/2] —%(53/271).

[0,1]% [0,27]



Aufgabe 53

Sei F die Oberfliche des Kegels und N die Einheitsnormale auf F, die ins AuBere von K gerichtet
ist. Der Fluf} des Vektorfeldes f durch die Oberfliche F des Kegels K nach aufien ist nach Vorlesung

(Bemerkung in 21.8) gegeben durch
[ 75 a
oK

Die Oberflache F besteht aus dem Kegelmantel und dem Grundkreis. Wir parametrisieren zunéchst

den Kegelmantel
M= {(z,y,2) ER®: z2=2— /2% +¢?% z >0}

durch
x T COS
y| = |rsing | = g(r,e) mit (r,¢) € [0,2] x [0, 27].
z 2—r
Dann ist
cos ¢ —rsinp T COS
0rg(r,0) X 0pd(r,p) = | sing | x | rcose | = | rsing
-1 0 T

Dieser Vektor zeigt nach auflen. Weiter gilt

2—r T COS
f(g(r,p)) - (arg’(r, ) X Opg(r, go)) = |rsing |- | rsing | =(2—r)rcosp+ r? sin? o + (3—mr)r
3—r r

= (2r —r?) cos o 4+ r¥sin® o + (3r — r?).

Fiir den Flufl von f durch die Mantelfliche M nach auflen erhélt man

o — (( 9rg(r, ) x 0,4(r, ¢) " .
//f Nao= [ Tt o) g G e o 190 x 2,5 ) )

[0,2]%[0,27]

= [ Far.en- @re) x0,500) dir )

[0,2]%[0,27]

27
= / / ((Zr —r?) cosp + r?sin’ o + (3r — r2)) de dr

2 3 3 3 2 28
= /0 (mr® + (3r —r?)2m) dr = [’N% + (57“2 - %) 27T}0 =3
Eine Parametrisierung des Grundkreises
G :={(z,y,2) eR3: 2?2+ <4, z=0}
ist gegeben durch
x T COS ¢
y| = |rsing | = g(r, ) mit (r,¢) € [0,2] x [0, 27].
z 0
Dann ist
cos ¢ —rsingp 0
Org(r, ) X 0pG(r,p) = | sing | x | rcosp | =1[0
0 0 T
Dieser Vektor zeigt nach innen. Wegen
0 0
F(G(r, ) - (=0rg(r, ) x 0,4(r,p)) = | rsing | - | 0 | =—r
1 —r



ergibt sich fiir den Flufl von f durch die Grundfliche G nach aufen

//f Nao= [ #@r.e))- (-0.50r0) x 0,30 )) (.0

[0,2]x[0,27]

2w
:// —Tdcpdr:—/ 2mr dr = —4m.
0 0 0

Der Flufl von f durch die gesamte Oberfliche F des Kegels K nach aufien betridgt somit

//f Ndo—//f Ndo+//f Ndo-—7r—47r—§7r
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FEine Parametrisierung des Kegelmantels & ist gegeben durch

x 7 COS P
y| = |rsing | = g(r,e) mit (r,¢) € [0,1] x [0, 27].
z r
Mit ‘
Ccos —rsin g —7COS
H@,@’(r, ) X Opg(r, gp)“ = || sinp | x | rcosy = —rsing ||| =v2r
1 0 T
7 COS @ 0 7 COS @
lg(r, ) —all = rsmgo — 0l =]]rsineg |||=V2r2—2r+1
1 r—1

erhilt man

U@ = p / / T do -/ / oy = 199 #) x 0,3(r. )| . )

onxo%]

2w 1 N
_p/ / VT \/§Td<pd7":2\/§7rp/ %dr Hinweis —27mpIn(v/2 —

r2 —2r+1

1).
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