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Aufgabe 55

Die Fliche J liegt in Parameterdarstellung vor mit
glu,v) = v , (u,v) €U = {(u,v) € R? | u? +0* < 3}.

Der Stokessche Integralsatz liefert

/%17. d5 — //(v X §) - dd = //(V % 5) (1, 0)) - (Dug(u, v) X 0, (u,v)) d(u,v)
g U

Nun ist
1 0 2u
Oug(u,v) = 0 , Oygu,v)y=1|( 11, also Oug(u,v) X Oyg(u,v) = [ —2v |,
—2u 2v 1
und es gilt
81 U1 621}3 — 631)2 1-— (—3) 4
VX U= 82 X V2 = 83’1)1 — 81’[)3 = 1-— (—2) = 3
83 V3 817)2 — 821)1 9— (—5) 14
Folglich ergibt sich
4 2u
/ 17-d§':// 3] —2v d(u,v)://(8u—6v—|—14)d(u,v);
oF o \14 1 o

und mit Polarkoordinaten (U ist die Kreisscheibe um (0,0) mit Radius v/3) erhilt man unter
Beriicksichtigung von f027r cospdp = fo% sin p dp = 0:

NER, V3
:/ / (8rcosg0—6rsing0+14)rdg0dr:/ 287r dr
0 0 0

V3

=287 [3r°] 0, =287 - 3 =427,
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a) Die Oberfliche F des Zylinders Z besteht aus drei Teilen, ndmlich aus der Bodenfliche J,
der Mantelfliche F5 und der oberen Deckfliche Fs.

Die Bodenfliche F; kénnen wir durch die Parametrisierung g(u,v) := (ucos v, usinv, 0) mit
(u,v) € U :=[0,1] x [0, 27] darstellen. Es gilt

COS v —usinv 0 0
Oug(u,v) X Oyg(u,v) = [ sinv | x | wcosv | = 0 =10
0 0 wcos?v + usin®v U
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b)

Es ergibt sich N = (0,0,—1) als &uBere Einheitsnormale. (Man teilt 0,4 (u,v) x 8,g(u,v)
durch die Norm ||0,g(u,v) x 0,G(u,v)|| und wéhlt dann noch das Vorzeichen so, dass der
Vektor nach aulen weist.) Also ist [[; §- N do =0, denn

u3 cos® v 0
(#(g(u,v))) - (N(G(u,v))) = | v cos®> v sinv | - [ 0 | =0.
0 -1

Die Mantelfliche F5 wird durch g(u,v) := (cosu,sinu,v) mit (u,v) € U := [0,2x] x [0, 1]
parametrisiert. Wir erhalten

—sinu 0 cosu
Oug(u,v) X Oyg(u,v) = [ cosu | x | 0] = | sinu
0 1 0
Dies ist die duBere Einheitsnormale N an Fo. Wegen
cos? u cosu
(#(g(u,v))) - (N(G(u,v))) = [ cos?u sinu | - [ sinu | = cos* u + cos? u sin® u = cos® u
v cos? u 0

folgt

27 L
// "Nd ://cos u || 0ug(u, v) x Opg(u,v)| d(u,v) = / / cos udvdu—/ cos>udu = 7.

=cos2u+sinZu=1

Es bleibt noch die Deckfliche F3: Die Parametrisierung §(u,v) := (ucosv,usinv, 1) mit
(u,v) € U :=[0,1] x [0,27] liefert 0,g(u,v) x 9pg(u,v) = (0,0,u). Es ist N = (0,0,1) und
damit

u3 cos® v 0
(0(g(u,v))) - (N(G(u,v))) = | u?cos?vsinv | - [ 0] = u? cos®v.
u? cos® v 1

Somit erhalten wir

2T
//v Ndo = //u cos? v [|0uG(u, v) x 8pG(u,v)|| d(u,v) / / u? cos® v dv du

=|u|=u,dau >0

1 27
:</ u3du) </ COS2vdU>:}lﬂ'.
0 0

Insgesamt ergibt sich

//v Ndo—Z//v Ndo=0+m+imr="2rx

klg

Nach dem GaufBschen Integralsatz im R? ist

//U-Ndo:///(V-U)d(a:,y,z).
F Z

Nun gilt (V- 0)(z,y, 2) = 0,(x3) + 0y (2%y) + 0, (2?2) = 322 + 2% + 2% = 522 und mit Zylinder-
koordinaten x = rcos ¢, y = rsinp, z = z, wobei r € [0,1], ¢ € [0,27], z € [0, 1], folgt

// Ndo—///5x daye) = [[[ streosePree.

[0,1]x[0,27] % [0,1]

2m 2m
:// /5TSCOS2Ldedg0d’r’:// 5r3 cos® ¢ dy dr
o Jo Jo o Jo
1 27
:5</ rgdr> (/ c052g0d90>:
0 0
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a)

b)

Die Funktionen wu(z,%) := sinz siny und v(z,y) := —cosx cosy sind offensichtlich auf R?
stetig differenzierbar. Es gilt

ug(x,y) = cosx siny, uy(z,y) =sinx cosy,
vg(x,y) =sinx cosy, vy(z,y) = cosx siny.

Wir priifen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (CRD) nach: u, = v, ist immer
erfiillt. uy(z,y) = —vz(z,y) gilt genau dann, wenn sinx cosy = 0 ist, also wenn x = k7 mit
einem k € Z oder y = (m + %)71’ mit einem m € Z. Genau in diesen Punkten ist f komplex
differenzierbar. Da die Menge

M :={z € C|Rez=knr fiir ein k € Z oder Imz = (m + 3)r fiir ein m € Z}
nicht offen ist, liegt nirgends Holomorphie vor. Fiir z =z + iy € M mit z,y € R ergibt sich
(2) = up(z,y) + tvg(z,y) = cosz siny + isinz cosy = cosx siny.
—_——
=0,dazeM

Fir z,y € R gilt f(z +iy) = (z + iy)z = 22 + izy =: u(z,y) + iv(z,y). Die Funktionen
u,v: R? — R sind stetig differenzierbar mit

up(z,y) =20,  wy(z,y) =0,  wzy =y,  vylzy =2z
Wegen
uz(z,y) =vy(z,y) = 2= <= z=0,
uy(z,y) = —ve(v,y) = 0=-y <= y=0

sind die CRD nur fiir (z,y) = (0,0) erfiillt. Deshalb liegt nur in z = 0 komplexe Differenzier-
barkeit vor. Da {0} C C nicht offen ist, ist f nirgends holomorph.

Hier ist f: C\ {0} — C. Fiir (z,y) € R?\ {(0,0)} gilt

ctiy w—iy (z+iy)?  (z—iy)? 227 —2y°
iy 2 12 2.2 2. 2

rT—1y T+ ety ety T4 +y

Wir definieren u: R?\ {(0,0)} = R, u(x,y) = 252;332/2, sowie v: R2\{(0,0)} — R, v(x,y) = 0.
Dann erhalten wir fiir (x,y) # (0,0)

[z +iy) =

flx +iy) = u(z,y) +iv(z,y) = u(z,y).
Offenbar sind u und v auf R? \ {(0,0)} stetig differenzierbar; die Quotientenregel liefert

(2, y) = da(z? + y?) — (222 — 2¢y%)2x _ 8zy?
o (2% +y?)? (2% +y?)?
und genauso
(@,7) —8z2y
Uy(2,y) = —5—55 ,
y\ Y (22 + 2)?2

auflerdem gilt
ve(,y) = vy(z,y) = 0.
Damit sind die CRD genau dann erfiillt, wenn
ry? —822
et ™ G
also wenn = 0 oder y = 0 gilt. Die Funktion f ist somit nur auf der imagindren und der
reellen Achse komplex differenzierbar (natiirlich mit Ausnahme des Nullpunktes, wo sie gar

nicht definiert ist). Hier lautet die Ableitung

f/(.%' + iy) = u;t(x7 y) + ivg (7, y) =0.
Da {z € C\ {0} | Rez =0 oder Im z = 0} nicht offen ist, liegt nirgends Holomorphie vor.
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a)

b)

Wir verwenden bei diesem Integranden die Partialbruchzerlegung

1 1 Q2 Q)2

241 (z+i)(z—1) z+i z—i

Da die Punkte —i und 4 im Inneren der Kreislinie |z| = 2 liegen und die Funktion 2z ~ i23/2
im Gebiet G = C holomorph ist, ergibt sich mit der Cauchyschen Integralformel

3 F 3 9 F 3 2
lol=2 2%+ zl=2 2 — (—1) o=z 2 — 1

-3 <3
1z L1z

= 2mi — — 2m —
2 lz=—i 2

= —m(—i)? + mi® = —2mi .

z=1

Alternativ: Die Kreislinie |z| = 2 wird parametrisiert durch y(t) = 2¢%, (¢t € [0,27]). Wir
definieren die Kurven r und s durch r = r; + r9 sowie s = s1 + so wobei

ri(t) = 2", t € [0, 7] ro(t) = =2 +1t, t € ]0,4]
s1(t) = 2", t € [m,2n]  sa(t)=2—1t, t€0,4]
(r ist ein geschlossener Weg, der die obere Hilfte des Kreises durchlduft und dann auf der

reellen Achse von —2 nach 2 geht. s ist ebenso geschlossen, durchlduft die untere Hélfte des

Kreises und dann auf der reellen Achse von 2 nach —2). Insbesondere ist so = —rg, und es
3

gilt somit (f(z) := 777
j{ f(z)dz:/ f(z)dz+/ f(z)dz+/ f(z)dz+/ f(2) ,dz:y{f(z)dz—i—%f(z)dz
h- 1 o g So So r s
=0
Betrachten wir die Funktionen f;(z) = ZZ—; und fa(z) = %7 so sehen wir, dass f1 in einer

Umgebung des von r umlaufenen Gebietes holomorph ist. Genauso ist fo in einer Umgebung

des von s umlaufenen Gebietes holomorph. Wir kénnen also die Cauchysche Integralformel

anwenden und erhalten (beachte, dass f(z) = le—i) = fjfi) gilt):

. . : (i3 = ,
j{z|_2 f(z)dz = y{f(z) dz + éf(z) dz = 2mif1(i) + 2mifo(—1) = 2mi <22 + —22) - _9mi

Der Integrand lésst sich hier wie folgt umschreiben

z

e e? 1 (ez z

€

z z—|—2)‘

2242z 2(z4+2) 2

Der Punkt 0 liegt im Inneren des Integrationsweges, der Punkt —2 dagegen im AufBeren.
Folglich liefern die Cauchysche Integralformel und der Cauchysche Integralsatz

z z z
7{ eialz:1 7{ ¢ dz—j{ ¢ dz :1<2m'ez‘_ —O):m'.
|2|=1 22 4+ 22 2 l2|l=1 % — 0 |z]=1 % + 2 2 2=0

Alternativ: Die Funktion g(z) = Zﬁ; ist holomorph in einer Umgebung des Gebietes, das von

der Kreisline |z| = 1 umlaufen wird. Wir kénnen somit direkt die Cauchysche Integralformel
anwenden und erhalten:

1

eZ
—————dz = 2mig(0) = 2wi— = mi.
j{ﬂ—l z2(z+2) 9(0) 2



c) Fiir die durch f(z) := ze%* definierte, in C holomorphe Funktion f gilt
f'(2) = e + 2(ie”) = (1 4 iz)e”, f(2) =ie”® + (1 +i2)(ie”®) = (2 — 2)e'*

und wegen |7| < 4 erhalten wir mit der Cauchyschen Integralformel fiir Ableitungen

7{ (Ze dz = 2mi L0 — i (2 = 2)e| = i (2~ m)(-1) = 2m + i
|z|=4

z—m)3 2! z=m

d) Die Nullstelle zg = 7 des Nenners des Integranden liegt auflerhalb der Kreislinie |z — 2| = 3,
denn |7 — 2| = 5 > 3. Der Integrand ist also holomorph in dem konvexen und damit einfach
zusammenhéngenden Gebiet G := {z € C : [z —2| < 5}, in welchem auch der glatte,
geschlossene Integrationsweg verlduft. Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt somit

j{ el gin(zt + 1) — 2 Qs = 0
z2=0.
|z—2]|=3

(z —T7)%2
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Im
R L]
73 Yo
N ! .
7T R Re
a) Im einfach zusammenhingenden Gebiet C ist f(z) := e holomorph, und durch Anein-

anderhingen von 71, 72 und —v3 erhilt man eine geschlossene, positiv orientierte Kurve ~.
Fiithren wir die Schreibweise I(T') := [, f(z) dz ein, so liefert der Cauchysche Integralsatz

0=1I(y) =I(n)+1(v2) + 1(=7y3) = I(m) + I(72) = 1(73).
Damit ergibt sich I(y3) = I(7v1) + I(72), also die behauptete Gleichung.

b) Es gilt v2(t) = (R +it)? = R? + 2iRt — t*> und ~4(¢) = 3. Damit erhalten wir

R 9 R R 9 )
I(y)] = \ / 6”2(t)vé(t)dt‘ < | e [
0 0 0

Wegen der fiir alle ¢ € [0, R] giiltigen Abschitzung t> < Rt bekommen wir folglich

—_R2_9; 2.,
e R*—2iRt+t i

_p2
_1_6R R—oo

t=0 R

Rt—R27 R
] 0 7

" R €
M)l < [ R = |

und damit ist I(y2) — 0 fiir R — oo bewiesen.

Bemerkung: Die Standardabschétzung fiir Kurvenintegrale hétte hier nicht ausgereicht, denn
es gilt L(y2) = R und max{|f(z)| : z € 72} = 1.

c) Wir betrachten nun noch I(vy1) und I(v3). Fiir das erste Kurvenintegral erhalten wir

R R 00
I(m) = / 6_7%(75)'71 (t)dt = / et dt 2 / et dt = ﬁ ,
0 0 0 2
und wegen v (t) = t2(1 + )% = 2it? und v4(¢) = 1 + i gilt

R R ) oo .
I(’}/g) = /0 6—732,(75)%’,)(75) dt — A 8_2”2(1 _|_ Z) dt R—o0 (1 + Z)/O 6_2,Lt2 dt .

5



(Dieses uneigentliche Integral muss wegen der Konvergenz von I(-y;) und I(+2) sowie der in a)
bewiesenen Gleichung existieren.) Mit der Substitution 2 = /2t ergibt sich

I(~s) EimicN (1+41) /000 e\/zg dzx = lj; Ooo[cos(a:2) —isin(z?)] dz..

Beim Grenziibergang R — oo folgt also mit b) aus der in a) bewiesenen Gleichung

144 [

V2 Jo

Fiir die beiden Integrale C' := [ cos(z?) do und S := [ sin(2?) dz hat man somit

[cos(2?) — isin(2?)] dz = \27? +0.

(1+4)(C—iS)=3V2r, dh  (C+S)+i(C—S)=1iver.

N

Hieraus folgen die Gleichungen C' + S = %\/ 2rund C — S =0, alsoist C' =5 = i 2.
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