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Aufgabe 60

a) Die Partialbruchzerlegung von f ist gegeben durch f(z) = ﬁ+2(71+1) Um eine Laurentent-
wicklung um den Punkt zg = ¢ im Gebiet G zu erhalten, miissen wir den zweiten Summanden
in eine Reihe entwickeln:

f(z) = ! + 1 — 1 I 1 _ 1 N 1
C2(z—4)  2(z+1)  2(z—d)  20z—i+2) 2(z—i) 2-2i(1+%Y)
= 2(2 ) T 4@ ( 2 ) - 2(2 _ Z) + 27;)( 1) (2i)n+1

3 N
n=-—1 3 n—_1

Beachte, dass fiir z € G gilt: |z — i| < 2 und folglich ‘ZQ—*A < 1, weshalb die Entwicklung in
die geometrische Reihe moglich ist.

b) Fiir f gilt die Partialbruchzerlegung f(z) = 2—12 - Zil + ﬁ Wir entwickeln die beiden

letzten Summanden in eine Reihe um zy = 0:
1 1 1 1 =, I "
=gy e i () s X (1)

ad _ 9—(n+2) >
= Z anpz" wobel a, :{ 1=2 ’ nni__ol

DO

n=-—1
Beachte auch hier, dass fiir alle z € G gilt: |z| < 1, weshalb die Entwicklungen in geometrische
Reihen moglich sind.
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a) Die Funktion f(z) =
22.13 (a) sieht man

hat in 29 = 1 einen Pol der Ordnung 4. Mit Hilfe der Formel aus

—1 igez
— 6\dz?

b) Da f in zp = 1 eine wesentliche Singularitit besitzt, konnen wir nicht wie zuvor vorgehen.
Wir bestimmen stattdessen die zugehorige Laurentreihe um 29 = 1 und lesen das Residuum
ab

(z 1)4

3
Res(f;1) = ‘;' (;lzg ((z — 1)4f(z))>

z=1 z=1

1 © n 0 _1\k
f(z):zekz:zz_:i!<1iz) =((z—1)+1) Z ((_}C))! (z— 1)k

k=—o00
0 0
_ (—1)k (z — )i+ —D* (2 —
_kz_:oo i + +kz_:oo T 1)
1 0
ot S~
D e P D T
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0 _1k—1 _1k
=(z-1+ Y <(_((k)_1))!+((_k))!>(z—1)k, z# 1,

Das Residuum von f in 1 ist der Koeffizient von (z — 1)71, also

(-1)72 -1_ 1

2! 20

k=—00

Res(f;1) =
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a) Der Integrand f(z) := m besitzt in 1 eine einfache und in —3 eine doppelte Polstelle
und ist holomorph auf C\ {1, —3}. Da innerhalb des Integrationsweges |z| = 2 nur die Polstelle

1 liegt, liefert der Residuensatz
f f(z)dz:27riRes(f;1):%,
|z|=2

denn fiir das Residuum von f in 1 gilt

z

e
es(f7 ) (Z )f(z) 2=1 (Z + 3)2 =1 16
b) Nun liegen die beiden Polstellen —3 und 1 von f innerhalb des Integrationsweges |z| = 9.

Deswegen gilt nach dem Residuensatz

€ e e —5e )i
]{zlgf(z) dz = 2m’(ReS(f; 1) + Res(f; _3)> _ 27”.(7 5 ) (e — 5e3)

16 16 8 ’
da
d d e? ef(z—1)—¢*
Res(f;—3) = | — 3)? = (- =
eS(f’ ) (dz ((z+ ) f(Z))> z=-3 <dZ (Z - 1>> z2=-3 ( (Z - 1)2 ) z=-3
- —5e~3
16
c) Schreibe f(z) := . Der Nenner von f(z) wird genau dann 0, wenn z = 2km mit einem

k € Z gilt. Von diesen Punkten liegt nur z = 0 im Inneren des Kreises |z| = 1. Daher ist

(2) dz = 2mi Res(f;0).
|z|=1

Nun sieht man anhand der Darstellung

f() z z z 1
zZ) = T = p— frd ,
ez —1 (1+iz+%(iz)2+~-)fl iz7%22+--- i—%z+-~

dass in z = 0 eine hebbare Singularitét von f vorliegt. Deshalb gilt Res(f;0) = 0 und das
Integral hat den Wert 0.

d) Sei f(z):= e

=. Hier liefert der Residuensatz
j{ f(2)dz = 2miRes(f;1).
|z|=2
Um das Residuum Res(f; 1) zu berechnen, betrachten wir die Laurententwicklung von f um 1
_ Z _ 1 =1 —1/(z—1) _ -1 = (=D* k.
f(z)-exp(l_z>—exp<—1+1_z)—e e =e kz_o X (z—1)7"%;

der Koeffizient von (z — 1)~! lautet —e~!. Also ist Res(f;1) = —e~! und damit

j{ < z ) 2mi
exp dz=———.
|z|=2 1-2 €




e) Der Integrand f(z) := (Z_l)(fm besitzt in 1, —2, —i jeweils einen Pol erster Ordnung und
ist holomorph auf C\ {1, -2, —i}. Da sich alle Polstellen im Inneren von G befinden, ergibt

sich nach dem Residuensatz

() dz = 27i (Res(f3 1) + Res(f; =2) + Res(f; =) ) .
oG

Wir berechnen nun die Residuen von f in den (einfachen) Polstellen

2z 2 1
Res(f;1) = (z = 1)f(2) e P (CE | B e e =5 1-1),
2z 4 4 )
Res(f; —2) = (2 +2)f(2) e G-D(+0) ez = 3241 T (2+1),
2z ) 1

= = 2 (14 3i).

Res(f; —i) = (z +14)f(2) c—mi i+ 1)(—i+2) 5

=i (z2—=1)(z24+2)

Hiermit ist

f(z)dz:27m'<%(1—i)—i(2+i)+é(1+3i)> ~0.

aG 15
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Als Hintereinanderausfithrung holomorpher Funktionen ist die Funktion f auf ganz C holomorph.
Sie lasst sich also um zy = 0 in eine Potenzreihe entwickeln

o0
/M),
f(z) = Z Tl z
n=0
Diese Potenzreihe konvergiert auf der grofiten Kreisscheibe um zg = 0, auf der f holomorph ist.
Hier konvergiert die Potenzreihe also fiir jedes z € C.
Der Integrand zf(1/z) ist holomorph auf C \ {0} und fiir z # 0, insbesondere also fiir 0 < |z| < 1,

gilt nach den obigen Uberlegungen

0 f£(n) > f(n)
zf(l/z):zzf © z*”:Zf (©) 27,
n=0 n=0

n! n!

Nach dem Residuensatz gilt dann
y{ 2eS(1/2) g7 = / z2f(1/z)dz = 2miRes(zf(1/2);0),
|2|=1/2 |2|=1/2

und Ablesen an der Laurentreihe fiir zf(1/2) ergibt
- f"(0)

= 2w —=.

2
Wegen f'(z) = cos(2)f(z), f"(z) = —sin(2)f(z) + cos?(2)f(z) und f(0) = 1 ist f”(0) = 1. Das
Integral ist also gleich
2 — =mi.

2
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Da C einfach zusammenhéngend ist, gilt: w ist genau dann Realteil einer holomorphen Funktion,
wenn u harmonisch ist, wenn also Au = 0 gilt. Wegen
0%u 0%u
Au(z,y) = @(%?J) + Tyg(%y)
=122 4+ 20y + 1292 + 222 = (12 + 2\ (22 + %)



ist dies genau fiir A = —6 der Fall.

Wir betrachten im folgenden daher u(z,y) = 2* + y* — 622y. Nun benétigen wir alle Funktionen
v mit 0,v = —0yu und dyv = O,u. Fiir diese v ist die Funktion f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y) dann
nach Konstruktion holomorph und u ist Realteil von f. Die erste Forderung an v lautet

pv(z,y) = —Oyu(z,y) = —(4y® — 120%y) = —4y® + 1227y .

Hieraus folgt durch Integration beziiglich z: Es gilt v(z,y) = —42y®+423y+c(y) mit einer gewissen
Funktion ¢: R — R. Damit ergibt sich

Oyv(z,y) = —122y° + 42° + ¢ (y),

und dies soll = d,u(z,y) = 423 — 122y? sein. Dazu muss ¢/(y) = 0 gelten, also ¢ konstant sein.
Damit haben wir die holomorphe Funktion f gefunden

flx+iy) = u(z,y) +iv(z,y) = ot + y* — 6229 + i(—4xy® + 423y + ¢
=zt + dixdy — 622y — dizy® + yt +ic = (x +iy)t +ic (ceR).

Wir erhalten also: Genau die Funktionen der Form f(z) = z* 4 ic, wobei ¢ € R beliebig, haben
u(z,y) = z* + y* — 62292 als Realteil.

Aufgabe 65
a) Definitionsgemif gilt fiir die Hauptzweige von Potenzfunktion und Logarithmus

2% = ealogz Logz =log|z| + i Argz, wobei Argz € (—m,7), a €C.
e Mit Log(1 +4) = log |1 + | 4+ 4 Arg(1 + i) = log v/2 + i7 /4 ergibt sich
(144)i = eilog(1+i) _ gilogv2+in/d) _ ilogy2-m/4 _ e_”/4(cos(log\/§) ~|—isin(log\/§)).
Man liest ab: Re((1 +4)?) = e~™* cos(2 log 2) und Im((1 + 7)) = e~™/*sin(3 log 2).
e Wegen Logi = log |i| 4+ Argi = in /2 gilt i’ = €'(i"/2) = ¢=7/2  also
i@ = %) = exp(e”™/? Logi) = exp(%e*”ﬂi) = cos(ge*”ﬂ) +i sin(%e*”ﬂ) .
Man sieht: Re(i(")) = cos(%e_“/Q) und Im (i) = sin(%e‘”ﬂ).
e Wegen Logi = im/2 ergibt sich
Log(Logi) = Log(in/2) = log |im/2| + i Arg(im/2) = log(n/2) + im/2.
Damit erhalten wir
(Log i)t = ¢ Losllogd) — gilog(m/2)=7/2 — =7/2 (g (log(m/2)) + ie”T/? sin(log(7/2)),
und Real- und Imaginérteil kénnen unmittelbar abgelesen werden.
b) Die Gleichung el/z = j = ¢'% ist genau dann erfiillt, wenn

1 (1 + 4k)m 2
;249 I S R
~ 1 5 + kmi=1 5 <— z 1 0+ 4y

mit einem gewissen k € Z gilt, d.h. {z € C|e'/* =i} = { 1;2,2 | k€ Z}.
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Voriiberlegung;:

(i)

Eine Gerade in der komplexen Ebene lisst sich schreiben als {z € C : z = a+bt, t € R} wobei
a,b € C fest.

Eine weitere Moglichkeit, Geraden zu schreiben ist die sogenannte Hessesche Normalform
{z € C: Bz+pz+~ =0} wobei § € C\{0} und v € R. Durch dquivalente Umformungen kann
man zeigen, dass sich beiden Schreibweisen ineinander iiberfithren lassen (¢ sei im folgenden
reell):

Bz+PZ+7=0 < 2Re(Bz) = —y — Bz:—%+z’t — z:—%jL%t
Der Kreis in der komplexen Ebene um zp € C mit Radius r > 0 ldsst sich beschreiben durch
{z€C: [z—2| <r}bzw. {z€C: z2=2+ ret, t € [0,27]}. Eine weitere Schreibweise ist
gegeben durch {z € C: |2+ Bz + 32+ v = 0} wobei 3 € C und 7 € R fest mit |3]> > 7.
Es gilt:

2+ B2+ Bz +7=0 <= (2+B)(z+8) =18 —v <= [z = (-B) = VIB2 -~

Es sei w € C das Bild von z € C unter f, d.h. w= f(z) = Z£. Dann gilt:

a)

1+z"
17— W
1+w’

i—z=w+4zw <= —z—wzr=w—1i <= z(l+w)=i—w <= z=

Fiir alle z € C auf der Einheitskreislinie gilt: 22 — 1 = 0. Wir setzen nun die fiir z gewonnene
Darstellung durch das Bild w ein und formen diesen Ausdruck um, bis wir erkennen, welche
Gleichung die Bildpunkte w erfiillen:

i—w —i—wW i—w)-(—i—w
tw 14w 0 (1+w)+§u+ywy2)
= l—iwtiw+|w?—1-7—w—|w?=0

— w(-1+i)+w(-1-1i)=0

= (-l1+iw+(-1+9)w=0

—-1=0

2Z2—1=0 <

Somit ist das Bild der Einheitskreislinie nach (i) die Gerade durch den Ursprung (v = 0) und

den Punkt % = 71’” = %

Fiir alle Punkte auf der rellen Achse gilt: Im(z) = 0, also z — z = 0. Wir gehen wie im a)-Teil
vor:
_ t—w =1 —W . _ L
z—z2=0 < Tw 1 m =0 <<= ((—w(l+w)+(i+w)(1+w)=0
= itiw—w—|w?+i+tiw+T+|w? =0

— w(-1+4+i)+w(l+i)+2i=0

L w(-1—i) +w(—1414)—2=0

Das Bild ist nach (i) wieder eine Gerade, in diesem Fall durch die Punkte —%ﬂ. = % und
—1 (t = 0,1 eingesetzt).
Fiir die Punkte auf der imagindren Achse gilt:
Pt E=0 i;i"u + Et@w =0 = (i—w)(1+7) - (+T)(1+w) =0
= i—wtiw— |w? —i—iw—w—|w* =0
1+ 141
= AuP+wl+)+TL—i) =0 <= |w+ ;”w+ ;”wzo

cey - . . . i—1 - . 1
Nach (ii) ist dies ein Kreis um 5+ mit Radius Nt
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Sei w € C das Bild der Mébiustransformation unter z, d.h. w = 7% . Dies ist dquivalent zu z = 7.

1+w
Es sei K, = {z € C: |z| = r}. Wir bestimmen zunéchst das Bild des Kreises K;:

e 1=0 = 2 Y ) e v -1-T—w—wT =0
1+w 14+w

— w+w+1=0 < 2Re(w) = -1

Dies ist die zur imaginéiren Achse parallele Gerade durch den Punkt —%.
Betrachten wir nun die Kreise K, mit 1 < r < 2. Dann gilt:

_ w w B
2Z2—1t=0 < T-?—T2:O<:> lw|? — 12 — r?w — r’*w — r}w|* =0
w w
wl? 2 P2 2 .
= |w|® — w — W — =
1—r2 1—r2 1—r2
D L
w w w =
r2—1 r2—1 r2—1
Dies ist ein Krei it Radius R = [ (=) — 2% = || 2!
ies ist ein Kreis um ——— mit Radius R=1\/( =) — =5 = |=5| = =7
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