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Aufgabe 72
a) Fiir jedes k € Ny gilt
his1(z) = hi(z) — zhy (), reR, (1)
denn es ist

k k+1 k
h;c (x) — zh(x) = x 6932/2 % e_x2 + 612/2 7dd T —a? z?/2 i —xz?
X X

e —zxe Tk € = hi11(z), zeR.

b) Wir beweisen die behauptete Identitéit . hy, = (—i)*v/2 hy, fiir jedes k € Ng durch vollstéindi-
ge Induktion iiber k£ € Ny:

IA: Wegen ho(z) = e="/2, x € R, ist (s. Beispiel 23.8)

Fho(§) =V2re €2, ¢eR.
IV: Sei k € Ny. Fiir dieses k gelte .Fhy, = (—i)¥v/2m hy.
IS: k ~~» k + 1: Fiir jedes £ € R gilt nach 23.7 (d) und (e)

© d

Fhen)() = FW)E) = F (@ = ahi(@))(€) = (1€) (Fha)(€) =i 52 (Fh)(€)
) ) . d )
=) () VT h(©) i g (=) V2m ) €)
. d
= (—)"'Ver (¢ (&) = Ehe(€))
O L) Var by (€)
c) IA: Fir alle z € R gilt:
d2 2 d 2 — 2 d 2
2 = %(—Qxe )= —2¢ " — 293%6
IV: Sei k € N. Fiir dieses k gelte: %e‘ﬁ = —2:1)%6_962 — 214:;;,%16_“32 (x € R).
IS: k ~~» k + 1: Fiir alle x € R gilt:
dk+2 67362 B i dk'H 6712 v i _9 dfkefxz _ ok dk_l 2
dak+2 ~dx \ dxkt! - dx Tk dah—1°¢
¥ s dH+t d*
= —QWB — 2.’EW€ — 2]{3@6
dk+1 a2 dF 2
Also gilt fiir alle k € N:
dk+1 2 dk a2 Clk*1 a2
WB = —21'%6 — 2]?%6 .

Multiplizieren dieser Gleichung mit ¢®’/2 liefert die Rekursionsformel

hii1(x) = —2zhg(x) — 2khi_1(z) (z € R).
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d) Gleichsetzen der beiden Formeln in a) und c) liefert fiir alle k¥ € N die Formel:

hi(x) — zhy(z) = —2zhg(x) — 2khg_1(z) < hi(z) + xhg(z) = —2kht_q1(z).

Seien nun m,n € Np, 0.B.d.A. gelte n > m. Wir betrachten zunéchst den Fall m = 0. Es gilt:
ho(z) = e=*/2 und somit

/ hin(x)ho(x) dx = d—e_mQ dx

s oo dT™

Ist n =0, so gilt [ e~ dx = /7. Fiir n > 1 folgt

0 qn 2 dn—l 2 o
/Oo we dr = [daz"le L:OO =0,

m—1 2

— 2
dadini_le z r

mit einem Poylnom p(z) und lim zfe~*" = 0 fiir alle j € Ny.
T—Fo0

=p(z)e”
Ist m > 1 so folgt mit partieller Integration:

/OO B (2) o (7) da = /Oo (Clnex2> e’ 2h,, (2) da

—00 —00 dz™
_ :tz/Qh (t) d"! —? = . > 12/2( h ( )—l—h/ ( )) dn1 -z g
= le m(t) e o 7006 Thp (z Fhm 7)) e x

=—2mhy—1(x)

= 2m/ him—1(x)hp—1(x) dx
Induktiv folgt (da n > m):

/OO B ()b () dz = 2"™'m] /00 B (z)ho(z) dz = 2" m!\/T 00 im,.

—00 —00
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a) Da f und Fg absolut integrierbar, folgt mit 23.9 (Dancing-Hat-Lemma):

/ T FHOFE de = / " @) F (T (x) de (2)

—0o0

Weiter gilt fiir alle £ € R: Zg(§) = .Z{g}(—¢) und aufgrund der Voraussetzungen an g folgt
mit der Umkehrformel 23.10

7 Fohw) = |

TG e = [ Iy ds = [ T (g)e) dt = 2mg(o)
Einsetzen in (2) liefert die Behauptung.
b) Mit supp .Z f Nsupp -Fg = 0 gilt auch supp .Z f Nsupp -Zg = (). Somit ist
Ff(&) Fg(&) =0 fiir alle £ € R.

Mit Hilfe des a)-Teils erhalten wir

1 oo

| r@s@s = o [~ 219 Fa@ ac - o.
—00 T ) — o0 N————
=0
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Im Beweis der Heisenbergschen Unschérferelation sieht man sofort, dass die Ungleichung nur aus
der Abschétzung

| Re(zgp|¢)] < (@) < lzibll2]l¢"]2

erzeugt wird. Damit Gleichheit eintritt, muss also

| Re(zp|y)] = [(@y[¢)] = llzll2]¢']2

gelten. Aus der ersten Gleichung folgt (z1|¢)') € R und da die zweite Gleichung nur dann erfiillt
ist, wenn x¢) und ¢’ linear abhiingig sind, muss bz (x) = ¢'(z) fiir alle € R und ein beliebiges
_ c bx?

b € C gelten. Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist gegeben durch ¢ (z) = e,
wobei ¢ € C wieder beliebig. Wir berechnen nun (x[y)’):

o0 e — 2 o]
(zply') = / 2Set® chwebs? dy = |02‘b / 2202 Re(B)a? o

Offenbar ist (z|¢’) € R nur erfiillt, falls b € R. Da v eine absolut integrierbare Funktion sein
soll (Voraussetzung der Heisenbergschen Unschirferelation), muss Re(b) < 0 sein, d.h. b = —a mit
a > 0. Insgesamt folgt also ¥ (x) = ce™** mit ¢ € C und a > 0.

Behauptung: Seien f, g : R — C quadratintegrierbar, f, g # 0. Dann gilt:
(flg) = fll2llglle <= f und g sind linear abhingig.

Die Richtung “<” ist leicht.

Zeige “=": Sei u = (HJ;”‘?Q) € C. Dann gilt

|(f,9)I?
g1

Also muss f — pug = 0 gelten (Definitheit) und folglich sind f und g linear abhéngig.

=0.

(f — nglf — ng) = (f1f) — ulglf) — a(flg) + [ul*(glg) = IfII* —
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Wir stellen zunéchst fest, dass jede Funktion ¢ € .¥ absolut integrierbar ist und somit die Fourier-
transformation auf dem Raum .7 definiert ist:

00 -1 1 00
1 1
[ e@do= [ e ot [ p@)dot [ R 5 de<2(C+Co).
—oo —oo ~—=——7T -1~~~ 1 =7
<Ci <Cy <Ci
Hierbei haben wir benutzt, dass |z"¢(x)| fiir alle n € Ny beschrankt ist.
Fiir ¢ € .77 gilt aulerdem:

n dm+1

(i) ¢ € 7 ¢ € C®(R) ist klar und [z"-L2¢/(2)| = |» et ()] ist beschrankt fiir alle
n,m € Ny, da ¢ € 7.

(ii) Y(x) =zp(r) € L 1p € C™ ist wieder klar und es gilt

dm
" (@)

dxz™

n E()+£() <
o\ mo o ela) el 00

fiir alle n,m € Ny, da ¢ € .. Ahnlich kann man zeigen, dass auch z — 2Fp(z) € .7 sowie
dd—;l(xkgo(x)) € .7 gilt fiir alle k, 1 € Np.

(i) sup| F(@)] < flolh: Fiir alle x € R gili: |Fo(r)| = | [, e p(r) dr| < [, lo(r)]dr =
xe

e



Es sei nun ¢ € .. Wir werden zeigen, dass auch F¢ € . gilt:

o Differenzierbarkeit: Nach (ii) gilt: ¥(z) = z¢(x) € . und ist somit absolut integrierbar. Mit
Rechenregel 23.7 (b) folgt: .# ¢ ist differenzierbar und es gilt

(Z)(§) = Flz = (—iz)p(x)}(§) = —iFP(E)

Die Ableitung ist also die Fouriertransformierte einer Funktion im Schwartz-Raum. Mit
dem gleichen Argument ist diese Funktion wieder differenzierbar und induktiv folgt Z#¢ €
C*(R,C) sowie

m

di—m,?cp(:v) =Z{y — (—iy)"o(y) Hz) (fiir alle m € Np).

e Beschrianktheit von ’x”cgc—mmf go} fiir alle n, m € Ng: Mit dem eben Gezeigten gilt:

dm . m N n m
sup w”—d —Fp(x)| = sup [z" F{y = (—iy)"(y) }(x)| = sup |(iz)" F{(-)"p}(z)]
x€ER X rER r€ER
23.7(e av ., ..
1 sup 7 Ly s 7o) | (o) = sup Zo(0)
xeR Y zeR

wobei g(y) = jy—nn(ymgo(y)) € . nach (ii). Mit (iii) folgt, dass sup Fg(x) < ||g||1 < oo ist, was
zeR
die Beschranktheit impliziert.

Es bleibt nun noch die Bijektivitdt zu zeigen:
e Injektiv: Seien f,g € . mit Z f(§) = Fg(§) fiir alle £ € R. Mit der Umkehrformel 23.10
folgt fiir alle z € R :

f(z) 1/ etz f(e)de 2 = [ ez g(e) e = g(a).

T or oo 27 J_

e Surjektiv: Es sei g € .%. Betrachte die Funktion f(z) = 5-(#g)(—z) € .. Dann gilt fiir alle
z € R:

Fflx) = / T e () dr = - / T (Fg)(nydr= = [ e (Fg)r) dr 0 g(a),

oo 2 J_ 21 J_ o

d.h. g ist das Bild von f unter .%.
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