Aufgabe 2

Gegeben seien n reelle Zahlen x1, xo, . .
sog. Vandermonde-Matriz gilt

1 oz 23 .. 2!
1 oz 23 ... 23!
det | . oo ] = H () — xj) .
S 1<j<k<n
1z, 22 xn—t

Loésung
Wir verwenden vollstdndige Induktion nach n € N mit n > 2.
TIA: n = 2. Fur alle 1,22 € R gilt

det(1 Il)zxg—xlz
1 )

IS: Sei n € N mit n > 2 beliebig aber fest. Es gelte

T @e—=).

1<j<k<2

., Ty mit n > 2. Zeigen Sie, dass fiir die Determinante der

,Yn € R (IV).

1 y% o y?_i
1 y% .. yg_l
det |1 ¥ v5 - w5 | = H (ye —y;) fur alle y1,yo, ...
S : . : 1<j<k<n
1 yn y?l .. yﬁ’l

Seien nun x1, T9, ..

., Tnt1 € R. Zur Berechnung von

1 = 3 et}
1 @ 3 aht o an
1 3 z3 ayt 2
det : : : :
1 oz, x2 N
2 n—1 n
I Zpy1 o4 Tyl Tnyl

multiplizieren wir zuerst die vorletzte Spalte mit x; und ziehen diese von der letzten ab. Dann
multiplizieren wir die vorvorletzte Spalte mit x; und ziehen diese von der vorletzten ab, usw. Die
letzte Umformung besteht darin, das xi-fache der ersten Spalte von der zweiten Spalte abzuziehen.
Fir k=n-+1,n,...,3,2 ziechen wir also nacheinander das xi-fache der (k — 1)-ten Spalte von der
k-ten Spalte ab. Im Anschluss entwickeln nach der ersten Zeile:

2 n—1 n
1 x a:% N i 7
[
1z Ty ... Ty X Ty
1 a3 x2 . aT xh
3 3 3
det . . .
2 n—1 n
1 =z, x; Ty Ty
n n
1 Tn+1 Ty Tpt1 Tpyt

1 0 0
1 z9—1q x% — T1To
1 x3—x1 x% — T1T3
=det | .
2
1 x,—x1 T, — T1Xp
2
I Tpp1— 1 Tp ) — T1%p41
T2 — T1 xo (T2 — 21)
r3 — 1 r3(x3 — 1)
=1-det
Ty — 21 T2y — 21)
Tpy1l — 01 Tpy1(Tpg1 — 21)

0
n n—1
Ty — T1Ty
n n—1
T3 — T1T3
n n—1
X, — 217,

n n—1
LT 5 A

ah Ny — 1)
ay Hag — 1)

(= 21)

2 (g1 — 1)



Nun kénnen wir aus der ersten Zeile dieser Matrix den Faktor (xo — x1) herausziehen, aus der
zweiten Zeile (3 — 1) etc. und aus der letzten Zeile den Faktor (x,4+1 — x1):

1 a9 ... x;‘_l
1 z3 ... 1:?71
= (2 —z1)(x3 — 1) ... (T — 21)(Tpy1 — x1) - det
= I (m-=1) 1 oz, ... oant
I<isntl 1 Zpy1 ... x’:l;%

Diese n x n Matrix ist wiederum eine Vandermonde-Matrix. Geméfl Induktionsvoraussetzung mit

Ym = Tmt1 (fir m=1,2,...,n) gilt
1 z9 ... ;Ug*l
1 z3 ... :1:5‘_1
det | :
1 =z, n—1
1 zps1 ... x&__%

Zusammen ergibt sich

1 = e S L S
1 3 .ot an
1 3 x% e xg_l xh
det )
1 =z, z? L
2 n n
L wppr w3y Tnt1 Tptt

I[I @wi-—zy= [ @—a)

1<j<k<n 2<i<i<n+1

= H (x;—z1)- H (r;—x;) = H (v—25).

1<i<n+1 2<i<l<n+1 1<i<i<n+1



	Aufgabe 1

