Aufgabe 2

2_

2
vy e fir (z,y) # (0,0),

Die Funktion f: R? — R ist gegeben durch f(z,y) =
0 fiir (z,y) = (0,0)

a) Zeigen Sie, dass f stetig ist.

b) Berechnen Sie grad f(z,y) fiir alle Punkte (z,y) € R?, in denen das moglich ist.

c) Berechnen Sie 3 8y (0,0) und 828]; (0,0).
d) Untersuchen Sie, in welchen Punkten f differenzierbar ist. Berechnen Sie dort f’.

e) Ist f zweimal stetig differenzierbar?

Loésung

a) AufR%\ {(0,0)} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig; wir miissen also nur noch
die Stetigkeit in (0,0) nachweisen: Wegen

22| |22 — 2| . 22 + o2
562+y2 - $2+y2 — .’E2—|—y2 -

gilt | f(z,y)| < |ry| und damit folgt f(x,y) — 0= £(0,0) fur (z,y) — (0,0).
b) Fir (z,y) # (0,0) ist
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fo(z,y) —ym+$y (@ 122
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und wegen f(z,y) = —f(y,x) ergibt sich daraus

fx,y+h)— f(z,y) —f(y+h,x) + f(y,z)

Tyl y) = Jimy h = pm h
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Fiir (z,y) # (0,0) gilt also
4 2,3 _ .5
grad f(z,y) = <fm(x’y) > CESTE : (isyf i y4) :

fy(z,y) x? +y?)? drvy® — xy
Fiir die partiellen Ableitungen von f im Nullpunkt erhalten wir
.. f(0+h,0)—f(0,00 . 0-0
f(0,0) = Jim, h =i 0
und £(0,0 4 1) — £(0,0) 0-0
. ) + - ) 1 — _
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Somit ist grad f(0,0) = (0,0).

c) Esist
_ fy(h,0) = £,(0,0) . fy(h,0) . 1 K*=0-0
Jo(0.0)= 5.0y OO =T T TR e
sowie
_ 0% iy J20) = £o(0.0) o fa(OR) 00— R
Fur0,0) = 5 (0:0) = fimg = T = iy P = i o e



d) Wie wir wissen, gilt

1 aty + da?y? — P
grad f(z,y) = < Y y Y

(22 + )2 \@° — da®y? — ay!

auf R?\ {(0,0)}. Dort existieren also die partiellen Ableitungen erster Ordnung und sind
stetig, d. h. f ist dort stetig partiell differenzierbar. Aus der Vorlesung wissen wir, dass dies
die Differenzierbarkeit von f impliziert. Die Ableitung ist

T
f'(x,y) = (grad f(z,y))" = 5 (z'y +4a?y® —y®  2° —dady? — ay?).

1
(22 +y?)
Weiter ist bekannt: grad f(0,0) = (0,0). Fiir (z,y) # (0,0) sei z := max{|z|, |y|}. Es gilt

’fa:($7y)| ($2+y2)2 = (22)2

= 62 = 6maX{‘$| ) ‘y|} .

Damit folgt f.(z,y) — 0 = f.(0,0) fiir (x,y) — (0,0). Genauso sieht man ein, dass f, in
(0,0) stetig ist. Also ist f in (0,0) stetig partiell differenzierbar und damit differenzierbar,
und es gilt f/(0,0) = (0 0).

Die Funktion f kann nicht zweimal stetig differenzierbar sein, denn sonst miissten f,; und
fzy nach dem Satz von Schwarz iibereinstimmen, was aber nach ¢) nicht der Fall ist.
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