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1. ﬂ'bungsblatt

Aufgabe 1
Bestimmen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:

a) f:R3 =R f(z,y,2) = (:UyQ,z?’exy 2 22V + sinx)

b) f:R2 = R3, f(z,y) = (yegﬁ + wsinhy, y* + 322 siny, 4y — x3)

c) f:Rx(0,00) x RZ = R, f(w,x,y,2) =Y
Losung:

a) Sei f: Rg - RQa f($7yvz) = (:L.y2z3exy & $2€y +SiHZE) =: (fl(xayaz)an(xayaz))‘

Wir berechnen zunéchst die partiellen Ableitungen von f:

O fr(m,y,2) = Y222 4 ay?Be™ Y2 = 223 (1 4 my?2?) eV
Dofi(z,y, 2) = 2zy2> (1 + xy*2>)e xy?2° 7

Osf1(x,y, 2) = 3zy? 22 (1 + zy?23)e ryzzi‘)

O1fa(x,y,2) = 2xe? + cosx,

Oafa(z,y,2) =2 ey

O3 fa(w,y,2) =

Da die partiellen Ableitungen auf R? stetig sind, ist f stetig partiell differenzierbar und
damit auch differenzierbar. Fiir die Ableitung von f ergibt sich

8lfl(x Y,z ) 82f1(:c,y,z) (93f1(x,y,z)
Dft@,y,2) = (811’2(33 v,2) Bafaly,2) 63f2<x,y,z>>

B <y223(1+xy2z3)€xy2z3 2$yz3(1+xy223)e:1:y2z3 3xy222(1+xy223)e:1:y223>

2xeY + cosx x2eY 0

b) f:R2 = R3, f(z,y) = (yegﬁ + xsinhy, y* + 32%siny, 4y — 1‘3)
Auch hier sind alle partiellen Ableitungen von f stetig, so dass f differenzierbar ist mit
ye¥ +sinhy  e® + xcoshy

Df(z,y) = 6rsiny 4y +3z2cosy |, (x,y) € R
—3x? 4



c) f:Rx(0,00) x RZ % R, f(w,z,y,2) =Y
Wegen z¥ = Y182 gilt 9, f(w, x,y,2) = eV %y/z und d, f(w, z,y, 2) = /"% Inz. Folg-
lich ist

Df(w,z,y,z) = (0 yeV~1 2¥lnx 0), (w,z,y,2) € R x (0,00) x R%.

Aufgabe 2
Die Funktion f: R? — R sei definiert durch
3 2
y —ry ..
= f 0,0),
f(:l:,y) = xQ + yQ ur (‘r7y) # ( )
0 fir (z,y) = (0,0).
a) Zeigen Sie, dass f auf R? stetig ist.
b) Berechnen Sie in jedem Punkt die partiellen Ableitungen von f.
c¢) Sind die partiellen Ableitungen von f im Punkt (0,0) stetig?
d) Bestimmen Sie die Richtungsableitung %(0, 0) fiir jede Richtung v, fiir die das moglich

. . ., O
ist. Fiir welche v gilt 8%(07 0) =(Vf(0,0))-v?
e) Untersuchen Sie, in welchen Punkten f differenzierbar ist. Berechnen Sie dort Df.
Losung;:

a) Auf R?\ {(0,0)} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig. Stetigkeit von f in
(0,0): Sei (z,yr)ren eine beliebige Folge in R2\{(0,0)} mit (xx,yx) — (0,0). Dann

gilt auch my, := max{|zg|, lyx|} LmiN 0, und dies liefert dann

3 2 3 3
F )] < [yl + |7 Yk - My +my oy koo

ity T omp
Das bedeutet f(xy,yx) — 0 = f(0,0), womit die Stetigkeit von f auf ganz R? bewiesen
ist.

b) Fiir (x,y) # (0,0) erhalten wir mit Hilfe der Quotientenregel

—2zy(z? +y?) — (y® — 2%y)2z 4y
o f(zy) = @2 1 2)? R

und
(3y2 —2?) (22 + y?) — (v° — 2%y)2y  daPy? — a2t 4y
(22 + y?)? (224 y?)?

Im Punkt (0, 0) dagegen miissen wir auf die Definition der partiellen Ableitung zuriickgehen:

an(.CL', y) -

und
f(0,t) = f(0,0) . 1 20

82]0(0’ 0) - }/g% t Cts0t 0 + t2 t—0



c) Wegen
4k~

k—o0
nf(3.7) = NUEE =tk —1 2 —1#£0=0,£(0,0)
und
1 0_k74+0 k—oo
62f(E¢O): (k_2+0)2 =-1 _17&1:82!}((0’0)

sind die partiellen Ableitungen von f in (0,0) nicht stetig.

d) Es sei v = (v1,v2) € R?\ {(0,0)} eine beliebige Richtung. Dann gilt

0 0,0) + hv) — f(0,0 hvy, h
l(o)o):hmf((’)_‘_ U) f(?):hmf( /U17 ,02)
v h—0 h h—0 h
— lim l ) (hU2)3 — (hUl)QhUQ — lim M — lim ’U% — 'U%UQ _ Ug — U%’Ug

h—0h  (hv1)? + (hvg)? h=0  h3(v? + v3) h=0 v? + v3 v? + v3

Dies soll nun mit
(VF0,0)-v= () (") = v,
’ 1 V2

verglichen werden. Es gilt

Ug - U%UQ 3 2 2 2 2

55— = Uy = vy —vjv2 = v2(v] +v3) = 2vjvy =0.

vy + U3

Gleichheit gilt also genau dann, wenn vy = 0 oder v = 0 ist.

e) Nicht fiir alle Richtungen v gilt die Gleichung %(0, 0) = (V£(0,0)) - v. Folglich kann
die Funktion f in (0,0) nicht differenzierbar sein, denn sonst miisste diese Gleichung
fiir alle Richtungen v gelten.

Da die partiellen Ableitungen von f auf R?\ {(0,0)} stetig sind, ist f auf R?\ {(0,0)}
stetig partiell differenzierbar, also auch differenzierbar und fir (z,y) # (0,0) gilt

— T _ 3 4 2,2 4 1,2
Df(z,y) = (Vf(z,y)) = (NP (—dzy® —at +4a?y? 4+ y*) e R
Aufgabe 3
Die Funktion f: R? — R ist gegeben durch

: 1 ..
Flz,y) = { (22 4 y?) sin Tt filr (z,y) # (0,0),
0 fur (x7y) — (0’0) ]

a) Zeigen Sie, dass diese Funktion im Punkt (0,0) differenzierbar ist.

b) Rechnen Sie nach, dass die partiellen Ableitungen 9;f und d2f in (0,0) nicht stetig
sind.



Losung;:

a)

Fiir die partiellen Ableitungen von f im Punkt (0,0) gilt

f(tv O) — f(070) = lim t2 Sil’l(‘t’_l) —0
t t—0 t

I K 1 . —1 _
01f(0,0) —%1_1)1(1) —%L%tsm(]t] ) =0,

weil sin(|¢| 1) beschriinkt ist, und aufgrund von f(z,y) = f(y,z) ist 9a£(0,0) = 91 £(0,0) = 0.

Die Funktion f: R? — R ist genau dann differenzierbar in (0,0), wenn es eine lineare
Abbildung A: R? — R!, also A € RY2, gibt mit

£ (s ha) = £(0,0) = G| G)=(®)
1R
Wegen 01 f(0,0) = 0 und 92f(0,0) =0 ist A = (0 0) unser Kandidat fiir die Ableitung

von f in (0,0). In der Tat ist (x) fiir dieses A erfiillt, denn es gilt f(0,0) = 0 und
A Z;) = 0 sowie

(%)

|f (i, P2 (=)

)| . 1 |
D220 — b2 4 b2 sin ———— = [|(11)]|sin > 0
1G] Vhi+ h3 ’ IR

Fiir die partielle Ableitung von f nach z ergibt sich im Fall (x,y) # (0,0)
01 f(w,y) = 20sin (@2 +9?)72) + (@® + y?) cos ((@® + 9?)72) - (=D @? + )2 20
— 92 sin ((952 n y2)—1/2> — (2 1 yz)—1/2 oS ((w2 4 y2)—1/2) .
Damit hat man fiir x # 0
o1 f(x,0) = 2zsin(jz|™1) — 2|z~ cos(|z| 7).

Ist zp = ﬁ, k € N, gesetzt, so strebt zp — 0 fur £ — oo, allerdings konvergiert
O f (xk,0) = 24 sin(km) — cos(km) = —(—1) fiir k — oo nicht. Folglich ist 91 f in (0,0)
nicht stetig. Aus Symmetriegriinden (f(z,y) = f(y,z) fiir alle (z,y) € R?) gilt dies
auch fir O f.

Bemerkung: Die Funktion f ist ein Beispiel fiir eine Funktion, die differenzierbar ist,
jedoch nicht stetig partiell differenzierbar ist. Wenn man also weif3, dass eine Funktion
nicht stetig partiell differenzierbar ist, dann kann man keine Aussage iiber Differenzier-
barkeit treffen.

Aufgabe 4 (Warmeleitungsgleichung und ebene Wellengleichung)

a)

2
llz]]

Fiir (z,t) € R"x(0,00) sei p(x,t) = (4nt)"2e” a . Zeigen Sie, dass ¢ die Warmeleitungsgleichung
Oy = Ag erfiillt.




b) Zeigen Sie, dass fiir f,g € C?(R), ¢ > 0 und k¥ € R™ mit ¢ = ||k|? die Funktion
u:R" xR = R, u(x,t) = f((k,z)—ct)+g({(k,x)+ct) eine Losung der Wellengleichung
0?u = Au ist.
Anmerkung:zHierbei bezieht sich der Laplace-Operator nur auf die Raumkoordinaten, d.h.
A=3" % falls z € R

i:l(‘TE?
Losung:
a)
x2 n z||2 2
O — (4W)—5.<_g) 31N 4 (amt) 3R .“‘Z” 42
n_l=)? 2
= (4mt)"ze @ <_;_|_ Hﬁl >
x2
dip = (47Tt)_§e_”4! <_%>
n |z\2 N\ 2 n =2 1
0k = (nt) e i (<2) 4 (ant) e <_2t>
n )2 1 2
— (4nt) B <_2t Zﬂ)
n o _ llz|? 2
= Aqb: (47‘(‘15)_5@_ at <_27;_|_ ‘Zt! )
b)

ou = f'({k,z) —ct)- (—c)+ ¢ ({(k,z) +ct)-c
O2u f"((k,z) — ct)c® + ¢" ((k, x) + ct)c?

o = f'({k,x) —ct) ki+ g ((k,x)+ct) k
Ou = ['((k,x) —ct) -k} + g"((k,x) + ct) - &7

= Au=f"((k,z) - Ct)ﬂl\fflliJrg”((k,@ + Ct)ﬂ/illi

=c2 =c2

= 0%u = Au.
Aufgabe 5 (Polarkoordinaten in R3)
Gegeben sei die Abbildung
f:(0,00) x (0,7) x (0,27) = R3, f(r,0, ) = r(sin@ cos @, sin f sin @, cos ).
a) Bestimmen Sie die Jacobimatrix der Abbildung f.

b) Berechnen Sie die Skalarprodukte g;; = (0; f,0;f) fiir 1 <4,5 < 3.



Losung;:

a) Jacobimatrix:

gi1
g12 = g21
g13 = g31
g22
923 = 3§32
g33

sinfcosyp rcosfcosp —rsinfsing
sinflsingy rcosfsiny rsinfcosep
cos 6 —rsinf 0

sin? @ cos? ¢ + sin? @ sin®  + cos? 6

sin? A(sin? ¢ + cos? @) + cos f

1

7sin A cos f cos? @ + 7 sin A cos O sin® ¢ — 7 sin A cos
7(sin @ cos O(sin? ¢ + cos? @) — rsin § cos O

0

—rsin? fsin ¢ cos p 4+ rsin’ fsin g cos p + 0 = 0

2 2 2 2 020 in2 2 o2

r° cos” 0 cos” p + r° cos” §sin” p + r°sin“ 0§

2 o2 Olain? 2 2120 _ .2

r“ cos” O(sin” ¢ + cos” ) + resin“f =r

—12 8in 0 cos O sin ¢ cos ¢ + 12 sin O cos @ sin @ cos p + 0 = 0
r? sin? @sin? ¢ + r? sin? 0 cos? ¢ + 0

2 2

72 sin? O(sin” ¢ + cos® ) = r?sin? 4.



