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Aufgabe 1 (Eulersche Identitdit)

Sei o € R. Zeigen Sie, dass fiir eine differenzierbare Funktion f : R™\{0} — R folgende
Aussagen dquivalent sind:

(1) f(tx) =t*f(x) Vo € R"\{0},t >0 (f ist homogen vom Grad «)
(2) Df(x)x = af(x) Yz e R"\{0}.
Hinweis: Betrachten Sie fiir (2) = (1) die Funktion g(t) =t~ f(tx).

Losung:
(1) = (2) Es gelte f(tz) = t“f(x) fir alle z € R™ \ {0}, ¢ > 0. Dann gilt fir x € R™\ {0}:
Dre = TS0
(0@ ()
t\0 t
B . 4+ —1“
- s g B

= F@) )

= af(x).

(2) = (1) Fiir t > 0 und festes x € R™ \ {0} sei g(t) :=t~*f(tx). Dann gilt

g'(t) = —at™ " f(tz) +t D f(tr)x
_ —at™ L f(tr) + 7T D f(ta) (tx)

—at™ 7 f(tr) + 7 raf(te)
= 0.
= g = const.

Aus g(1) = f(x) folgt g = f(z), also t*f(tz) = f(z) und somit f(tx) = t*f(z).

Aufgabe 2 (Ableitung der Determinante)

a) Begriinden Sie, dass die Funktion f : R™*" — R, f(A) = det(A), differenzierbar ist
und zeigen Sie fiir die Ableitung

Df(E,)H = tr(H) fur alle H € R"*".



b) Zeigen Sie, dass die Ableitung der Funktion f aus Teil a) an einer beliebigen Stelle A
mit det(A) # 0 wie folgt gegeben ist:

Df(AYH = det(A)tr(A~'H) fiir alle H € R™*™.

Hinweis: Indem man die Spalten einer Matrix untereinander schreibt, kann man R™*™ mit
R™ identifizieren. Es gilt det(A) = 3" cq @1501) " - * Ang(n)sign(o) und es ist tr(B) =
S by fiir B € R™ ™. Fiir Teil b) beachte man det(A + tH) = det(A4)det(A1(A + tH))
und verwende a).

Losung;:
Tl o Tin
a) Sei X =
Tnl - Tnn

Dann ist die Ableitung 9;,; (nach der Variablen z;;) von det gegeben durch

(0a,; det)(X) = 0a, (Z Tio(1) " - Tno(n) sign(a))

UESn

= 8931‘3‘ Z Lio(1) "+« " Lno(n) Sign(a)
oc€Sn
a(i)=j
= > Tigt) e Big(i) - T Sign(0),
oc€Sn

o(i)=j

wobei Z;4(;) im Produkt ausgelassen wird.

Insbesondere existieren alle partielle Ableitungen und sind stetig. Es folgt, dass f = det
differenzierbar ist.

Mit dem Skalarprodukt <A,B> = ZZj:l CLZ'ij'j fir A = (aij)lgiﬂ'gn, B = (bij)lgi,jgn
gilt nach Vorlesung

Df(En)H = <gradf(]En)a H>
mit
89611f(X) U 8:v1nf(X)
grad f(X) := : :

(alternativ: Spalten untereinander schreiben und Standardgradienten und -skalarprodukt
verwenden).



Wegen (0, det)(En) = > Tioa) - Tio@i) " - - * Tno(n) Sign(o) = d;; (wobei hier

(wij)1<ij<n = Ey) folgt
Df(En)H = (grad f(En), H) = (En, H) = tr(H).

b)

. det(A+tH) —det(A
oy det(A)det(A~1(A+tH)) — det(A)
— 5% t

-1 .
— det(A) lim det(E, + tA™ H) — det(E,)
t—0 t
= det(A)Df(E,)A™ H)
2) det(A)tr(A1H).
Aufgabe 3

Gegeben sei die Funktion
f:R? — R,
1
flz,y) = i(cosxsiny —sinz cosy + sinz — siny).

Bestimmen und klassifizieren Sie alle lokalen Extrema von f.

Hinweis: Die Abbildung f ist in beide Koordinatenrichtungen 27-periodisch. Es ist daher
ausreichend, alle lokalen Extrema auf [0,27) x [0, 27) zu bestimmen.

Losung;:
Die kritischen Stellen ergeben sich aus den Gleichungen

201 f(z,y) = —sinxsiny — cosxcosy + cosxz =0

202 f(z,y) = cosxcosy + sinxsiny — cosy = 0,
d.h. aus
cosx —cos(z —y) =
—cosy +cos(x —y) =

Man erhélt auf [0,27) x [0,27) drei kritische Stellen:

27 4w 4 27
(070)7 <37 3> 9 <37 3> .
Die Hesse-Matrix von 2f ist

<sin(x —y)—sinz  —sin(z —y) )

—sin(z —y) sin(z —y) +siny



Fiir die kritischen Stellen (2%, %’r) bzw. (4{, %’T) ergeben sich die Hesse-Matrizen

V3 VB, (V3 4B
w3 —v3) " s Vs
d.h. f hat dort ein lokales Maximum bzw. ein lokales Minimum (eine kurze Rechnung zeigt:

alle Eigenwerte der ersten Matrix sind negativ, also ist sie negativ definit; umgekehrt fir die
zweite Matrix).

Es bleibt der Punkt (0,0) zu untersuchen. Die Hessematrix ist die Nullmatrix, so dass
hieraus keine Riickschliisse iiber die Existenz eines lokalen Extremums moglich sind. Wir
argumentieren daher wie folgt:

In jeder offenen Umgebung U C R? von 0 gibt es ein ¢ € U mit f(¢) # 0 (denn anson-
sten wire f = 0 auf U und jeder Punkt auf U wére kritisch). Da die Funktion ungerade
ist, ist f(—&) = —f(£). Damit gilt f(0) = 0 und f nimmt in jeder offenen Umgebung von 0
sowohl positive, als auch negative Werte an. Damit ist 0 keine Extremalstelle.

Aufgabe 4

Bestimmen Sie jeweils alle Stellen lokaler Extrema der Funktion f: R? — R, und entscheiden
Sie, ob es sich dabei um Maxima oder Minima handelt.

a) flz,y) =2y +x—2y—2
b) f(z,y) = 22> — 3wy + 2> — 3

) f(z,y) = 2z + 2y + 3)e ="V’

Losung;:

a) Es gilt grad f(z,y) = (y + 1,2 — 2)¢ . (0,0)! genau dann, wenn (z,y) = (2, —1) ist.
Somit ist (2,—1) der einzige kritische Punkt von f. Die Hessematrix H;(2,—-1) =

10
einen Sattelpunkt.

< 01 ) hat die Eigenwerte 1 und —1, ist also indefinit. Damit besitzt f in (2,—1)

b) Der Gradient von f lautet grad f(z,y) = (62 — 3y, —3x +632)!. Die erste Komponente
ist = 0 genau dann, wenn y = 22 ist. In diesem Fall ergibt sich fiir die zweite
Komponente —3x + 24x* = 3x(82% — 1). Die kritischen Punkte sind also (0,0) und

(33)-
. . . 122 -3
Die Hessematrix von f ist gegeben durch H¢(x,y) = 3 19y )

Da H;(0,0) = ( o

Deshalb ist (0,0) ein Sattelpunkt.

_g ) die Eigenwerte —3 und 3 besitzt, ist H;(0,0) indefinit.



Da Hf(%, %) = < _g _2 > die Eigenwerte 3 und 9 besitzt, ist Hf(%, %) positiv definit.
Somit hat f in (3, 1) ein lokales Minimum.
Wir bestimmen zunéchst die kritischen Punkte von f. Es gilt

2

o f(z,y) = 2¢ 7"V 4 (2z + 2y + 3)€_$2_y2(—2$) = (—4x? — 4oy — 62 + 2)6_:62_2” .
Wegen f(z,y) = f(y,x) ergibt sich daraus
Qo f(z,y) = O1f(y, ) = (—4y? — day — by + 2)e™ > V",
Kritische Punkte von f sind solche mit grad f(z,y) = 0, also mit
—4a? —dazy — 6z +2=0 und —4y? —dzy—6y+2=0. ()
Wir ziehen die erste von der zweiten Gleichung ab und erhalten
4(z? =y +6(x —y) =0, also (z—y)(4(z+y)+6)=0.

Dies ist gleichbedeutend mit x —y = 0 oder 4(z + y) + 6 = 0. Im ersten Fall, also fiir
x =y, folgt aus (%) die Gleichung

—82° —6x+2=0, also 2*+3z-1=0.

Diese hat die zwei Losungen x1 2 = —% + (6% + %)1/2, d.h. 21 = % und x9 = —1.

Im zweiten Fall (fiir y = —2 — 3) wird die erste Gleichung in (*) zu

—4a* —da(—x—3) -6z +2=0, also 2=0.

Es gibt folglich genau zwei kritische Punkte: (—1,—1) und (%, ).
Nur dort kénnen lokale Extrema von f sein, doch ob tatsadchlich Extrema vorliegen,
miissen wir noch untersuchen. Dazu betrachten wir die Hessematrix von f. Es gilt

2

01 f(z,y) = (—8z — 4y — 6 eV _ 2p(—da® — dry — 6x + 2 e %Y
1

= (82 + 822y + 122% — 122 — 4y — 6)e = V"
a%f(:ﬂ, y) = (8y3 + 833y2 + 12y2 — 4 — 12y — 6)6—x2—y2 :
0% f(z,y) = —dze™™ V" — 2y(—4a® — dzy — 6z + 2)e”" Y

= (82°%y + 8xy® + 12xy — 4z — 4y)e‘”2_y2 .

2

Folglich ist

(O f(=1,-1) O5f(—1,-1)\ _ [6e? 4de7Z\ 5 (3 2
L= (g T ) = (e 6ee) =225 3):

Diese Matrix besitzt nur positive Eigenwerte, ist also positiv definit. Somit besitzt f
im Punkt (-1, —1) ein lokales Minimum. Weiter ist

—9e /8 _e1/8 _ 9 1
Hf(3,1) = <e_1/8 96_1/8> = ¢ 1/8 <1 9> .

Diese Matrix besitzt nur negative Eigenwerte, ist also negativ definit. Im Punkt (%, %)
hat f daher ein lokales Maximum.



Aufgabe 5

Gegeben sei die Funktion f(x,y) = 122* — 722y + 32

a)
b)

)
)

Berechnen Sie alle kritischen Punkte von f.

Uberpriifen Sie mit Hilfe der Hessematrix von f, ob die kritischen Punkte auch Ex-
tremstellen von f sind.

Zeigen Sie, dass f langs jeder Geraden durch Null ein Minimum im Nullpunkt besitzt.

Besitzt f auch lings jeder Parabel y = az? mit a € R ein Minimum im Ursprung?

Losung:

a)

Fiir einen kritischen Punkt muss gelten gradf(z,y) = (2z(2422 — Ty), —72% + 2y)! L
(0,0)". Aus der ersten Gleichung folgt 2 = 0 oder 2422 — 7y = 0. Der Fall = 0 fiihrt
zu y = 0, und wir erhalten den kritischen Punkt (zg,y0) = (0,0). Aus 2422 — 7y = 0
folgt 2y = 478x2 und dies in die zweite Gleichung eingesetzt ergibt —7z2 + 478952 =0,
also wieder x = 0. Einziger kritischer Punkt ist somit (0, 0).

14422 — 14y —14x 0 0

—14z 2 0 2
H(0,0) hat die Eigenwerte 0 und 2, ist also positiv semidefinit. Somit kénnen wir
hier allein mit der Hessematrix keine Aussage treffen, ob in (0, 0) ein lokales Extremum
vorliegt; dies werden wir in Teil d) dieser Aufgabe konnen.

Es gilt Hy(z,y) = < > und folglich H(0,0) = < > Die Matrix

Auf der Geraden z = 0 wird die Funktion beschrieben durch

9(y) = f(0,y) =y*.

Fiir y = 0 besitzt g ein striktes lokales Minimum. Auf der Gerade y = 0 wird die
Funktion beschrieben durch

g(x) == f(z,0) = 122"

Fiir x = 0 besitzt auch g ein striktes lokales Minimum.

Alle anderen Ursprungsgeraden kénnen durch y = ax mit a € R\ {0} dargestellt werden,
und die Funktion wird dann durch

h(z) := f(z,az) = 122* — Taz® + a’2>
beschrieben. Wir erhalten
W (x) = 482 — 21ax® + 2a*z, also h'(0) =0

sowie
B (x) = 1442® — 42ax + 24%, d.h. B”(0) = 2a*> > 0.

Somit besitzt h in = 0 ein striktes lokales Minimum.



d) Auf der Parabel y = ax? hat die Funktion die Gestalt
p(z) = f(z,az?) = 122 — Taz* + a®2* = 2 (a®> — Ta+12) = 2*(a — 3)(a — 4) .
Damit ist p(z) = bx?*, wobei b := (a — 3)(a — 4).

Fiir a € (3,4) ist b < 0 und in = = 0 liegt ein striktes Maximum vor. Fiir a ¢ [3,4]
ist b > 0 und in z = 0 liegt ein striktes Minimum vor. Fiir a € {3,4} ist b = 0, also
p(z) = 0 und in z = 0 liegt lokales (nicht-striktes) Minimum und Maximum vor.

Bei dem kritischen Punkt (0,0) handelt es sich also um einen Sattelpunkt.

Aufgabe 6

Sei f:R? = R, f(r,y) = 2¥. Bestimmen Sie das Taylorpolynom erster Ordnung im Punkt
z+y

(1,1) und das zugehorige Restglied.

Losung;:
Es ist f(1,1) = 0, und die partiellen Ableitungen der Funktion lauten

DO f(a,y) = (;Uiyy)z DOD f(z,y) = —@_2:2)2
(2,0) Y (1,1) _ 2(z—vy) (0,2) Az
D f($7y)— 3 D f(xay)— 3 D f(xvy)_ 3
(z+y) (z+y) (z+y)

Das Taylorpolynom erster Ordnung ist somit

Piz,y) = F(1,1) 4+ DM F(1,1) (2, ) — (1,1) 1 + DO £(1,1) (2, ) — (1,1)) Y

1 1

= D S-D= -y

Das Restglied lautet in Lagrangedarstellung mit Zwischenpunkt (&, 7)

DO f(g,m) DIV f(E,n)

Ry(z,y) 210! ((w,9) - (1,1))*Y 4 T5 ((2,y) — (1,1)) Y
(072)
W((%y) —(1, 1))(0,2)
2

= W(—n(l’—1)2+(§—77)(x—1)(y—1)+£(y—1)2).



