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3. ﬂbungsblatt

Aufgabe 1

Sei K ein Kreis im R? vom Radius 1 mit Mittelpunkt (0,1). K rolle ohne Gleiten in posi-
tiver Richtung die z-Achse entlang. Ferner bezeichne P den Punkt auf K, der anfangs auf
dem Ursprung liege. Skizzieren Sie zunédchst die Bahnkurve, die der Punkt P beim Abrollen
beschreibt. Geben Sie anschlieBend eine Parametrisierung dieser Kurve an und berechnen
Sie die Bogenlange des Weges, den der Punkt bei einer vollstandigen Umdrehung des Kreises
(um den Winkel 27) beschreibt.

Losung;:

zur Skizze: Die Bahnkurve ist eine Zykloide. Fiir eine Skizze siehe bspw. Internet.

Parametrisierung: Der Kreis {(z,y) € R? : 22 4+ y? = 1} 1iBit sich parametrisieren durch

<x> = <_ Smt) (damit erhélt man fiir ¢ = 0 den Punkt <m) = ( 0 > =: A; fiir beliebiges
Y —cost Y —1

t schlief3t (

— su; 7;) mit 0A den Winkel ¢ im Uhrzeigersinn ein).

Der Kreis K mit Mittelpunkt (0, 1) 148t sich somit parametrisieren durch <';3> = <1_S£St t)'
Ist K um den Winkel ¢ ém Uhrzeigersinn die z-Achse entlanggerollt, so hat sich der Kreis-
mittelpunkt um <(§) verschoben (bei einer vollen Umdrehung also um den Kreisumfang 27

nach rechts).

Folglich 148t sich die gesuchte Kurve parametrisieren durch

T t —sint
= > 0.
<y> (1 — cost) ;120

Bogenldnge: Schreibe ~(t) = <f : i10118tt> =7'(t) = <1 ;rcl(zs t>‘

= YOl = \/1—2cost+cos2t+sin2t
= V2 —2cost

= \/2 -2 <cos2 <;> — sin? <;>> <+ Additionstheorem




= /4sin® <;
_ zsm<
S L) = /0 I/ (6] dt
1 (g
)

= 2(—2cosm+ 2cos0)
= 8

N | o+

> fir 0 <t <2m.

Aufgabe 2

a) Berechnen Sie das Kurvenintegral va -dx fiir F(z,y) = <z§> und v(t) = (¢,t°) mit

0<t<1undse(0,00).
b) Berechnen Sie die Bogenldnge des Graphen der Funktion
f:[=bb] = R, f(x) =acosh (2) , wobei a,b > 0.

Losung;:

a)

. 1
R RUCORIOI
.

— /1<(t5+1, 7525)157 (1’ Stsfl)t> dt

0

1
— / (ts+1 —I—Stgsil)dt
0
1oL
s+2 3
b) Gesucht: Lange der Kurve 7 : [=b,b] — R?, y(t) = (¢,acosh (%)).

L) = / I (e)l dt = / (”lnh(t))‘

:/,/1+smh2 dt / coshQ(Z
[ () = oo ()],
o fn(2) - () 2 1)




Aufgabe 3

Sei f: (0,00) — R stetig. Bestimmen Sie fiir das rotationssymmetrische Vektorfeld
F:R"\{0} - R", F(z) = f(r)x mit r(z) = ||z

eine Stammfunktion.

Loésung;:

Wir bestimmen zunéachst mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
eine Stammfunktion A : (0,00) — R der Funktion rf(r):

h(r) = /jsf(s) ds

= r/lrf(s)ds—/;/lsf(t)dtds,

wobel wir in der letzten Zeile partiell integriert haben. Definiere nun g : R"\{0} — R durch
g(xz) = h(||z||). Dann folgt

grad g(z) = K(|l2]]) - grad |z
= Hxnf(qu)-H%H
= f(lz])x
= F(x).

Also ist g eine Stammfunktion von F.

Aufgabe 4
Sei Q C R? einfach zusammenhiingend und u € C?(£2) harmonisch, das heifit
*u  0*u
Au=—+—-—5=0.
T a2 + Oy?

Zeigen Sie, dass es eine harmonische Funktion v € C?(Q) gibt mit

u_ov 0w o
or Oy oy Oz’

Losung;:
Definiere ein C1-Vektorfeld F : Q — R2 durch

F = (—0yu, 0yu)".
Wir berechnen

OyFy = —9u
= 9

= axFZa



wobei wir benutzt haben, dass u harmonisch ist. Da €2 nach Voraussetzung einfach zusam-
menhéngend, folgern wir, dass F' ein Gradientenfeld ist. Folglich existiert eine Funktion
v € CHQ) mit grad v = F, also mit (9,v,9yv)! = (—=dyu, dyu)t, bzw.

ou Ov ou ov
9 = 3y und ay =5
Da 8,v, 9yv € C1(Q), gilt sogar v € C?(£2). Weiter berechnen wir
Av = 9P v+ ajyu
= 0y(—0yu) + 9y(0yu)
= 0.

Also ist auch v harmonisch und die Behauptung ist bewiesen.

Aufgabe 5

a) Berechnen Sie jeweils das Kurvenintegral

/F-d}
T Y

i) F(z,y) = (iy) , v:[0,27] — R2, t+— (cost,sint)
Yy
ii) F(z,y,2)=|—-2], v:[0,In2] — R3, ¢ — (sinht,cosht,sinht)
x
sin 9 (¢,0), 0<t<1
iii) F(x,y) = , :10,2] = R, t—
) o) = (507), i {(u_l)’ S

b) Ein Massepunkt bewege sich unter der Wirkung des Kraftfeldes F: R? — R2
(z,y) = (22y, 2% + y?) auf dem durch die Punkte (0,0), (2,0), (2,1), (0,1) und (-1, 2)
(in dieser Reihenfolge) gebildeten Polygonzug . Welche Arbeit f7 F - dz wird hierbei
verrichtet?

Losung:

a) i) Definitionsgemaf ist

ot 2 cost 1
L L - e ' —sint
LF%ZJJ —/0 F(y(t))-~'(t)dt _/0 (costsint> < cost )dt

2
— / (—e®Stsint + sint cos®t) dt = [eCOSt - %cos3 t] fjo =0.
0 -

ii) Wir benutzen wieder die Definition des Kurvenintegrals:

. In2 m2 [ cosht cosht
/F dx = / F(y(t)-v'(t)dt = / —sinht | - | sinht | dt
K 0 0 sinh ¢ cosht

In2 In2
= / (cosh?t — sinh?t + sinh ¢ cosh t) dt = / (1 + sinh ¢ cosht) dt
0 0

=In2+ [3 sinh? t]gﬂ =1In2+ 1sinh*(In2) =In2 + %(%(ehﬂ - efln2))2 =In2+ 3.



iii) Die Kurven v;: [0,1] — R2, v (t) = (¢,0), und 72: [1,2] — R% ~o(t) = (1, — 1),
sind regulér mit 1 (1) = 72(1). Somit gilt:
2

/VF-d?c:/%F-d?UJr/WF-d?c:/OlF(fyl(t))-~y{(t)dt+/1 Fya(t)) - 74 (1) dt

< CE) Q) G Tae) ()
0
:/Olsintdt—l—/lQ(l—i—(t—l)Q) dt = [~ cost]y+ [t+ 3(t —1)°];

=(—cosl+1)+(2+%—-1)=I—cosl.

b) Schreibe I =: (F}, ;). Da R? einfach zusammenhingend ist, F' € C*(R?, R?) gilt und
die Vertraglichkeitsbedingung

nFy(z,y) = 01 (2* +y°) = 22 = Ba(2xy) = DoF1(w,y)  auf R?
erfiillt ist, stellt F' ein Gradientenfeld dar, d.h. es gibt ein Skalarfeld ¢ € C*(R?, R) mit
F=Voep.

Wegen 0,¢(z,y) = Fi(z,y) = 2zy ist p(x,y) = 2%y + 1 (y) fiir eine stetig differenzier-
bare Funktion ¢: R — R. Aus 9yp(z,y) = Fa(z,y) und dyp(z,y) = 2% + ¢'(y) folgt
Y (y) = y?. Dies ist beispielsweise fiir ¥(y) = %y?’ erfiillt. Somit ist

L 3

o(z,y) = 2%y + Y

ein Potential von F auf R?. Die Arbeit A ist gleich dem Wert des Kurvenintegrals

A:/F-d},
i

welches wegen F' = V¢ nur vom Anfangs- und Endpunkt von - abhéngt:

14
A=p(-1,2) (0,0 = .
Aufgabe 6
Die Vektorfelder F,G: R? — R3 sind gegeben durch
y? + 223yx 22
F(z,y,z):= | 2y+ 2% und G(z,y,z) := e?
y? + 32%ya? ye® + 2xz

a) Uberpriifen Sie jeweils, ob es sich um ein Gradientenfeld handelt, und bestimmen Sie
gegebenenfalls ein zugehoriges Potential.

b) Berechnen Sie die Kurvenintegrale

/F~d?r und /G.d};,
Y Y

wobei die Kurve v gegeben ist durch v : [0,1] — R3, ¢+ (1 —¢,¢,0).



Losung;:

a)

Die Funktionen F, G sind stetig differenzierbar und auf ganz R?® definiert. Da R3
einfach zusammenhingend ist, gilt: Es handelt sich genau dann um ein Gradientenfeld,
wenn die Vertriiglichkeitsbedingung erfiillt ist. Im R3 ist dies Aquivalent dazu, dass
die Rotation verschwindet (siehe Definition der Rotation). Schreibe F' =: (Fy, F, F}).
Wegen

82F3($7y72) = 2y + 322%27 83F2(x7y7 Z) = 3'221"2 7é 82F3($,y, Z)

ist rot F # 0. Also ist F kein Gradientenfeld, d.h. es gibt kein C'-Skalarfeld f: R?* — R
mit F =V f.

Fir G =: (G1, G2, G3) hingegen gilt
82G3 = ez = 83G2, 83G1 =2z = 81G3, 61G2 =0= 82G1 .

Somit ist G ein Gradientenfeld, besitzt also ein Potential f: R® — R. Fiir dieses
Potential muss 9, f(z,y, 2) = 2% gelten. Integrieren beziiglich z liefert:

fl@,y,2) = 2"z +c(y, 2)

mit einer gewissen Funktion ¢ : R? — R. (Die "Integrationskonstante” kann also noch
von y und z abhangen.) Es folgt 0, f(z,y, 2) = dyc(y, z), und dies soll = e* sein. Daher
haben wir ¢(y, z) = ye® + d(z) mit einer gewissen Funktion d : R — R. Wir wissen also

f(z,y,2) = 2°x +ye* +d(2),

und hieraus folgt 0, f(z,y, z) = 2zx + ye* + d'(z). Damit dies gleich der dritten Kom-
ponente von G wird, muss d’ = 0 gelten. Wir wahlen d = 0 und haben ein Potential
von G:

f(z,y,2) = 2%z + ye.

Bei F' rechnen wir das Kurvenintegral anhand der Definition aus:
1 1 [t? -1
/F-dx:/ F(~(1)) -’y’(t)dt:/ 2t || 1 |dt= -3+ 42, = 2.
¥ 0 0 t2 0

Bei G dagegen konnen wir auf das oben bestimmte Potential f zuriickgreifen:

/G-dZ;: F(v(1) = £(7(0)) = £(0,1,0) — f(1,0,0) =1 —-0=1.



