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4. ﬂbungsblatt

Aufgabe 1
Bestimmen Sie ein € > 0 und eine geeignete Definitionsmenge D C R?, so dass die Abbildung
f:D = R? f(x) = (;) + ¢||z||?z die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes

erfiillt (und damit auf D genau einen Fixpunkt besitzt).

Losung:
Wir berechnen
f@) = fly) = ellzlz —elyllPy
= ellz|*(z —y) +e(l=l” - llyl1*)y
= elzlP(x —y) + (=l + vl = llyl))y

und damit

ellzl*lle = yll +e(llll + Iy Dyl = [y
3 max{]|z[?, lyl*} |z — vl

1/ () = F()l

<
<

wobei wir in der unteren Zeile die umgekehrte Dreiecksungleichung verwendet haben.

Wihle nun beispielsweise D = B3(0) und € = 1—(1)8. Dann gilt || f(z)— f(y)|| < 3|z —y]| fiir alle

z,y € D. Insbesondere ist f auf D eine Kontraktion. Ferner gilt || f(z) — f(0)|| < [z < 3
fiir alle z € D. Es folgt || f(z)| < [[f(0)| + 2 = V5 + 3 < 3 fiir 2 € D. Damit ist f auf D
eine Selbstabbildung und alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind erfullt.

Aufgabe 2

Sei f:R™ — R" differenzierbar. Ferner gebe es ein ¢ > 0 mit
1f(x) = fW)ll = cllz — gl fiir alle z,y € R™.
Zeigen Sie:
a) f ist injektiv.

b) Df(z): R™ — R" ist injektiv fiir jedes = € R™.

o

)
) f(R"™) ist offen und abgeschlossen.
d)

f ist ein C''-Diffeomorphismus.



Losung;:

a)
b)

Fiir « # y ist ||f(z) — f(y)|| > cllz —y|| > 0, also f(z) # f(y). Damit ist f injektiv.

Sei x € R™. Dann gilt

Gt ty) — f@)]

O
o I+ 1) =
t—0 |t|
= cllyll-

Insbesondere gilt D f(z)y = 0 genau dann, wenn y = 0. Da Df(x) linear ist, folgt
daraus die Injektivitat.

Nach Teil b) ist Df(z) injektiv (und damit surjektiv) fir jedes z € R", damit also
invertierbar. Aus dem Satz iiber inverse Funktionen folgt, dass f(R") offen ist. Sei nun
(Yn)nen C f(R™) eine in R™ konvergente Folge mit Grenzwert y € R™. Dann gibt es x,,
mit f(2n) = Y- Die Voraussetzung ergibt |z, — zall < Lf (@) — F(@a)| = gk — yull
d.h. (zp)nen ist eine Cauchyfolge und konvergiert gegen ein z € R™. Aus der Stetigkeit
von f folgt

y = lim y, = lim f(z,) = f(z).
Damit gilt y € f(R™) und f(R™) ist abgeschlossen.

Es gilt: R™ = f(R™). Gébe es namlich ein z € R™\ f(R"), dann wiirde die Strecke zwi-
schen f(0) und z den Rand 9(f(R"™)) in einem Punkt £ schneiden. Da f abgeschlossen,
gilt £ € f(R™). Dies aber ist ein Widerspruch zu f(R™) offen. Es folgt f(R"™) = R"™.
Damit ist f : R™ — R™ bijektiv, also invertierbar. Aus dem Satz iiber inverse Funktio-
nen folgt, dass f sogar ein C''-Diffeomorphismus ist.

Anmerkung: Allgemeiner gilt: Ist Y C X eine nichtleere, offene und abgeschlossene
Teilmenge eines zusammenhéngenden topologischen Raumes X, so gilt Y = X.

Aufgabe 3

2)

b)

Zeigen Sie, dass es ein Intervall U C R mit 0 € U und eindeutig bestimmte Funktionen
y: U — R sowie z: U — R so gibt, dass y(0) = z(0) = 1 und

VP = ytayz
yz = Y
fir alle x € U.

Bestimmen Sie ¢'(0) und 2'(0).

Losung:
Schreibe Ry := {z € R: z > 0}.



a) Sei

eV P —y—x/z
f:RXR+XR+—>R2,f(-T,y,Z)3:< yz_yzcr:y\f>

Wir schreiben Df = (Dqf, D) f) € (R**!, xR?*?) und berechnen
vz 1 N P
D(y7z)f(l',y, Z) = (Zyz 2\/53:1;1) )

1 —2(log2)2® (logy)y® — xyz

insbesondere

0 -1
D(y,z)f(07 17 1) = (1 0 > :

Da Dy, .)f(0,1,1) invertierbar ist, 18t sich nach dem Satz iiber implizite Funktionen
das Gleichungssystem f(z,y,z) = 0 lokal um den Punkt (0,1, 1) nach (y, z) auflésen.
Also gibt es Umgebungen U C R von 0 und V' C Ry x Ry von (1, 1) sowie genau eine
Funktion g : U — V, g(z) = (y(x), z(x)), so dass

e y(0) = 2(0) = 1,
o f(z,y(x),z(x)) =0 fir alle x € U.

b) Die Funktion g hat die Ableitung ¢'(0) = —(Dy,..)f(0,1,1)) ' D, f(0,1,1), also
oy — (VOY __ (0 =1\ =1\ _ [0
0= (o) =-00) (0)=(4)

prtear= (L)

log z)z"Y

wobei wir

benutzt haben.

Aufgabe 4
Die Inversion an der Einheitssphdre ist gegeben durch

€T
[

I:R"\ {0} > R"\ {0}, x>

Zeigen Sie, dass I ein C*°-Diffeomorphismus ist. Bestimmen Sie die Umkehrabbildung I~!
und berechnen Sie fiir z € R™\ {0} die Jacobimatrix DI(x), sowie (DI(x))~! und det DI(z).
Bestimmen Sie schlieBlich die Fixpunktmenge {x € R\ {0} : I(z) = x}.



Losung;:
Aus der Definition von [ folgt I' oI = Idgn\(o}. Dies impliziert bereits, dass I bijektiv ist und
I~! = I. Wir bestimmen nun DI(z): Es gilt

lj=— & 2
i +...+xp
also
5.1, B (D) (23 + ... 22) —xj - 24
di(x) = (22 4+ ... 4+ 22)2
1 n
dijllz||* — 2z
[Edls
Es folgt

1 xxt
DI(z) = — <En - 2) .
(el [l

Differenzierbarkeit hoherer Ordnung: Sei j € {1,...,n}. Man zeigt induktiv leicht, dass fiir

jedes k € N jede partielle Ableitung k-ter Ordnung von [; existiert und gleich einem Ausdruck

Py(a1,... . . . . .
der Form W ist (wobei Py(r1,...,7,) ein Polynom in z1,...,z, ist), insbesondere

selbst wieder differenzierbar (und damit auch stetig). Insbesondere ist f in C*°.

Wegen f~! = fist auch f~!in C®. Also ist f ein C*°-Diffeomorphismus.

Berechnung von (DI(z))~': Es gilt I o I(z) = 2. Aus der Kettenregel folgt
DI(I(z)) - DI(z) = E,.

Es folgt (DI(z))~! = DI(I(x)). Einsetzen in obige Formel fiir DI ergibt nach kurzer Rech-
nung schlieflich

122 (B, — xxt ‘
(1) = Ja? (B, - 2,75 )

Berechnung von det DI(z): Fir x € R™\ {0} gilt

1=detE, = det(DI(z)-(DI(z))™")
— det(DI(z)- 2l *DI(x))
= ||z]|*"(det DI())*.

Es folgt

1
[

det DI(x) oder detDI(x) =

R
Insbesondere gilt det DI(x) # 0 fiir alle z € R™ \ {0}. Da die Determinantenfunktion stetig

und R™ \ {0} zusammenhéngend ist, folgt det DI(z) = Hzﬁ% fir alle x € R™\ {0}, oder
det DI(x) = L+ fiir alle 2 € R™ \ {0}. Wegen

RS

det DI(e1) = det(—eq,e9,...,65) =—1<0



folgt schliefllich

det DI(z) = fir alle z € R™ \ {0}.

[

Alternativ: Man tiberlegt sich leicht, dass E,, — 2% die Spiegelung an der Ebene senkrecht
zu x beschreibt. Diese hat Determinante —1. Daraus ergibt sich die Determinante fiir DI (x).

Bestimmung der Fizpunktmenge: Es gilt

T

)= Tap

=z <& |z[=1L1

Also ist

{z eR"\{0}: I(z) =2} ={z eR": ||z =1} =S""1.

Aufgabe 5
Die Funktion f: R? — R? ist gegeben durch

Flz,y) = (cosh:c cos y>

sinhz siny

a) Zeigen Sie: Es gibt eine Umgebung U von (log2, §) und eine Umgebung V' von (0, %)
so, dass U durch die Funktion f bijektiv auf V' abgebildet wird. Berechnen Sie die
Ableitung der Umkehrfunktion in (0, %)

b) Zeigen Sie, dass die Funktion f in jedem Punkt (z,y) € R? mit 2 > 0 lokal invertierbar
ist, aber dass f nicht injektiv ist.

c) Berechnen Sie f(G) fiir den Streifen

G:={(z,y) eR*: 0<y<Z}

Losung:

a) Der Umkehrsatz liefert die Behauptung, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: Die
Funktion f ist stetig differenzierbar, es gilt f(log2, %) = (0, 3) und die Matrix D f(log 2, %)
ist regular. Wir iiberpriifen diese Voraussetzungen: Die stetige Differenzierbarkeit ist
offensichtlich. Weiter ist

~ _ (cosh(log2) cos T\ 0 (0
fllog2,5) = <sinh(log 2) sin§> a <Sinh(1og 2)) a <3/4> ’

denn sinh(log2) = 4 (el8? — e~ 1082) = 1(2 — 1) = 3. SchlieBlich gilt

Df(z,y) = <

sinhx cosy —coshx siny
coshz siny sinhx cosy /)’



und damit ist
o~ 0 — cosh(log 2)
Df(log2,3) = <cosh(log 2) 0
reguliir, denn cosh(log2) = 1(2+3) = 2 #0.
Nach dem Umkehrsatz gilt

0 4/5

D09 - (s 0. )™ = ortes2 ) - (0, ) -0

Die Funktion f ist iiberall stetig differenzierbar und fiir alle (z,y) € R? ist
det Df(x,y) = (sinhz cosy)? + (coshz siny)?.

Diese Determinante wird also nur dann 0, wenn sinhx cosy = 0 und coshx siny = 0
gilt. Fir « > 0 ist dies gleichbedeutend mit cosy = 0 und siny = 0, kann also nie
eintreten. Folglich ist fir x > 0 die Matrix Df(x,y) stets regular. Der Umkehrsatz
liefert nun die lokale Invertierbarkeit von f in jedem Punkt (z,y) € (0,00) x R.

Trotzdem ist die Funktion f auf (0,00) x R nicht injektiv wegen f(z,y + 27) = f(x,y)
fir (z,y) € (0,00) x R.
Es gilt:
cosh(R) = [1, 00), sinh(R) = (—o0, )
sin ((0.3)) = (0.1),  cos ((0,5)) = (0,1)
Somit folgt:
f(G)=f (R x (0, g)) C (0,00) x (—00,00).
Wir schreiben f = (f1, f2). Gilt fa(z,y) = 0 fiir (z,y) € R x (0, %), so folgt z = 0.

Dann ist f(z,y) = (cog y) € (0,1) x {0}. Es folgt

F(G) € ((0,00) x (=00,00)) \ ([1,00) x {0}).

Tatséchlich gilt sogar f(G) = ((0,00) X (—00,00)) \ ([1,00) x {0}). Wir zeigen dazu,
dass f(G) offen und abgeschlossen in ((0,00) X (—o00,00)) \ ([1,00) x {0}) ist. Da
((0,00) x (—00,00)) \ ([1,00) x {0}) zusammenhéngend ist, folgt daraus die Aussage.

e f(G) ist offen: Mit der Rechnung aus Teil b) zeigt man, dass D f(x,y) invertierbar
ist fiir alle (z,y) € R x (0, §). Mit dem Umkehrsatz folgt, dass f(G) offen ist.

e f(G) ist abgeschlossen (in ((0,00) X (—00,00)) \ ([1,00) x {0})): Sei wi € f(G)
mit wy — wo € ((0,00) X (—o00,00)) \ ([1,00) x {0}) fiir & — oco. Zu zeigen ist
wo € f(G). Da w, € f(G), gibt es (xx,yr) € R x (0,5) mit f(xx,yp) = wy.
Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt v, — yo € [0, 5]. Dann gilt cosyg > 0 oder
sinyp > 0. Aus der Konvergenz von f(zy,yy) folgt damit, dass x beschrankt ist.
Nach Ubergang zu einer weiteren Teilfolge kénnen wir z, — xo € R annehmen.
Wegen wg € (0,00) x (—00,00) gilt yo < 5. Angenommen es gilt yo = 0. Dann
wire aber wo € [1,00) x {0}. Also gilt 0 < yo < 5. Aus der Stetigkeit von f folgt
wo = f(x0,yo) mit (x9,y0) € R x (0, F), also wo € f(G).



Insgesamt erhalten wir

f(G) = ((0,00) x (=00,00)) \ ([1,00) x {0}).

Aufgabe 6

a) Zeigen Sie, dass die Gleichung 22 + 222 — 3zyz + 2% — y3 = 0 in einer Umgebung
von (0,0, —2) nach z aufgelost werden kann. Berechnen Sie fiir die dadurch implizit
definierte Funktion g(z,y) die Ableitung ¢'(z,y).

b) Betrachten Sie die beiden Gleichungen
22yt —uP i =0 und 22+ 2y — 3u + 4 =1.

Zeigen Sie: Durch diese Gleichungen werden in einer Umgebung des Punktes (0, 0) zwei
C*'-Funktionen u(z,y) und v(z,y) mit u(0,0) = v(0,0) = 1 implizit definiert.
Berechnen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung dieser Funktionen in (0, 0).

Losung;:

a) Die behauptete Auflosbarkeit folgt mit dem Satz {iber implizit definierte Funktionen,
wenn wir

£(0,0,—2)=0 und  85£(0,0,—2) #0
fiir die stetig differenzierbare Funktion f: R3 — R, f(z,y, 2) := 234222 —3zyz+2> —1>,
{iberpriift haben. Es gilt £(0,0,—2) = (-=2)3 +2(-2)? = 0 und
O3f (x,y,2) =32° +42 —3xy,  also  93f(0,0,—2) =3(—2)2 +4(-2)=4#0,

womit die Behauptung bereits bewiesen ist. Fiir die Ableitung gilt

g/($7y) = _(azf(m’yvg(xvy))>_1D(z,y)f(xayag(l‘)y))

1
=— —3yg(x,y) + 322 —3xg(x,y) — 3y?) .
390,07 T dgag) — 3y VI (@:9) = 3)

Anmerkung: Notation hier: ¢'(x,y) = Dg(z,y).
b) Wir miissen zeigen, dass in der Ndhe von (0,0,1,1) durch die Gleichung

2 2 2 2
. . L r+y —u +v
f($7y7u7v)_07 mit f(x7y7u7v> = <x2+2y2—3u2+4v2—1)
implizite Funktionen v und v definiert werden. Offenbar ist f: R* — R? stetig differen-
zierbar; zudem sieht man sofort, dass f(0,0,1,1) = 0 gilt; die ersten zwei Vorausset-
zungen des Satzes iiber implizit definierte Funktionen sind also erfiillt. Jetzt miissen
wir nur noch priifen, ob die Matrix D, ) f (0,0,1,1) regulér ist. Wegen

2z 2y —2u 2v . —2u 2v
Df(x,y,u,v)—<2x 4Z _6u 87}) st D(u,v)f(x7y7uav)_<_6u 8v>



und damit D, ,)f(0,0,1,1) = (i%
det(“g3) =—4#0.

Somit sind die Voraussetzungen des Satzes liber implizit definierte Funktionen erfiillt.
Danach gibt es eine offene Umgebung U C R? von (0, 0) und eine stetig differenzierbare
Funktion ¢g: U — R? mit ¢(0,0) = (1,1) und f(z,y,g(x,y)) = 0 fiir alle (z,y) €
U. Definiert man u als die erste Komponentenfunktion von g und v als die zweite
Komponentenfunktion von g, dann leisten u,v: U — R das Gewlnschte. Auflerdem
ergibt sich fiir (z,y) € U

g). Diese Matrix ist tatsdchlich regular, denn

Dg(x,y) == (D(u,v)f(xayag(x7y)))_1 D(x,y)f(xay7g(x7y))
= - (D(u’v)f(x,y,u(x,y),v(x,y)))_l D(x’y)f(x,y,u(x,y),v(x,y))

_ (~2u(zy) 20(zy)\ T (20 2
Insbesondere fiir (x,y) = (0,0) ist der zweite Faktor die Nullmatrix, so dass dann

Dy(0,0) = (8 8)

ist. Dies bedeutet, dass 01u(0,0) = d2u(0,0) = 01v(0,0) = d2v(0,0) gilt.

Dieses Ergebnis kann man auch folgendermaflen herleiten: Bilden wir in den beiden
Gleichungen 22 +%%—u?+v? = 0 und 22 +2y%—3u?+4v? = 1 die partielle Ableitung nach
x, wobel wir v = u(x,y) und v = v(x,y) jetzt als die implizit definierten Funktionen
auffassen, so ergibt sich

22 — 2udu + 2vohv =0 und 2z — 6udiu + 8vdiv =0.
Einsetzen von z = y = 0 liefert wegen «(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen
—201u(0,0) 4+ 20,v(0,0) =0 und — 601u(0,0) + 801v(0,0) = 0.

Dieses lineare Gleichungssystem hat als Losung nur 0;u(0,0) = 91v(0,0) = 0.

Um die partiellen Ableitungen nach y der implizit definierten Funktionen u = u(x,y)
und v = v(z,y) zu berechnen, gehen wir analog wie eben vor. Wir bilden in beiden
Gleichungen 2 + y? — u? 4+ v? = 0 und 22 4 2y — 3u? 4 4v? = 1 die partielle Ableitung
nach y und erhalten

2y — 2udou + 2v0v = 0 und 4y — 6udru + 8vdsv = 0.
Einsetzen von z = y = 0 liefert wegen «(0,0) = v(0,0) = 1 die Gleichungen
—20,u(0,0) 4+ 202v(0,0) =0 und — 60>u(0,0) + 8092v(0,0) = 0.

Dieses lineare Gleichungssystem hat als Losung nur dou(0,0) = drv(0,0) = 0.



