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6. fJbungsblatt

Aufgabe 1

Skizzieren Sie die Integrationsbereiche der folgenden Integrale, vertauschen Sie jeweils die
Integrationsreihenfolge und berechnen Sie den Wert der Integrale:

a) /01(/ylem2daz)dy
b) /01 </yy2+1 x2ydx> dy

Losung:
a) Fir den Integrationsbereich B gilt:
B:={(z,y) eR*: ye 0,1,z €y, 1]} = {(z.y) eR*: 2 €[0,1],y € [0.2]}

Da f(z,y) = e*” stetig auf B ist, folgt:

1 1 1 T 1 T 1
/ / e dr dy = / / et dydx = / / dy e da = / ze® do = [%er]é = % .
0 Jy 0o Jo o Jo 0

Bemerkung: Hier ist das innere Integral [ ' e2” dz nicht explizit berechenbar. Fiir die
Bestimmung eines iterierten Integrals kann also die Integrationsreihenfolge wesentlich
sein.

b) Fiir den Integrationsbereich B gilt:
B = {(Q?,y) € Rz tye [07 1]51: € [?/,3/2 + 1]} = Bl UBQ’
wobei

B = {(z,9) eR*: ye0,1],z €y 1]} ={(z,y) eR*: z€[0,1],y €[0,2]},
By = {(zy)eR*: yel0,1],zel,y?+1)} ={(x,y) eR*: ze[l,2],y € Vo -T1,1]}.



Da f(x,y) = 22y stetig auf B ist, erhalten wir:
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/ / J:dexdy:/x2ydu+/a:2ydu
0 By Bo
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Aufgabe 2

Es sei D das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1). Das Vektorfeld F': R? — R?
sei gegeben durch
F(z,y) = <x2 +$y>
) x2y o y2 .

Berechnen Sie F - dz zunichst direkt und anschlieBend mit dem Satz von Stokes (wobei
oD
0D im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen werde).

Loésung;:

Zunichst berechnen wir / F - dzx direkt mittels der Definition des Kurvenintegrals:
gl
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G
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Definiere die regulidren Kurven 71, v2,73: [0, 1] — R? durch

71(t> = (t70)7 72(t> - (1 - tvt)7 73(t) - (07 1- t) :

Dann gilt 71(1) = (1,0) = 12(0), 72(1) = (0,1) = ~3(0) sowie vy3(1) = (0,0) = v1(0). Da der
positiv durchlaufene Rand des Dreiecks mit den Eckpunkten (0,0), (1,0) und (0,1) durch
v =1 + 2 + 73 gegeben ist, erhalt man

/F-d?z::/F-d}Jr/F-d;ch/F-d}.
Y Y1 Y2 Y3

Fiir die drei Kurvenintegrale auf der rechten Seite ergibt sich

[ redi= e aima= [ (5500) (o) a= [ ea-y,
Lo () ()= [ Gete) ()

1
1 1 3
= -3 +2%-1dt=[-t"—3+?—t]. =-°
/0 + [4 + ]0 4

und

[rede= [ (o075 00 ) () = f[fa-nrae=(ga-n 5.

Zusammen folgt

Unter Verwendung des Satzes von Stokes in der Ebene lasst sich das Kurvenintegral fol-
gendermaflen ausrechnen:

G C R? sei das Innere des Dreiecks mit den Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1). Dann ist G
ein beschriinktes Gebiet. Es seien Fi(z,y) := 22 + 2y sowie Fy(x,y) := 2%y — y? gesetzt.
Offenbar ist F' = (Fy, Fy) auf R? stetig differenzierbar und der Rand G, parametrisiert durch
v, erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Stokes. Dieser liefert

F.dx = O1Fs(x,y) — 0o Fy(x, du= [ (2zy —x)du.
/7 /(12( y) — OaF1(x,y)) du /(y ) dp

G G



Da der Integrand stetig ist, gilt

[ - — /01(/01 (2xy — ) dy)dx

G

1 1
= /0[:(:3/ —myyo ; z(1 —x)? )P —z(l—x))dx

! 3 2 1
= /O(m —a:)dx—i § _ﬁ

Aufgabe 3

Berechnen Sie unter Verwendung des Satzes von Stokes

/(a:2+y)d,u, wobei G := {(m,y)€R2\m2—|—y2<1}.
G

Losung;:

Setzen wir F(x,y) := (Fi(z,y), Fa(x,y)) mit Fi(z,y) = —2%y und Fy(z,y) := 2y, dann ist
F auf R? stetig differenzierbar und es gilt 0y Fy(x,y) — 0o Fi(z,y) = y + 2. Der Satz von
Stokes liefert

/(-762 +y)du = /(81Fz(w,y) — 0o F1 (2, y)) dp = F-dz.
oG
G G

Der positiv orientierte Rand dG der offenen Einheitskreisscheibe G wird parametrisiert durch
die regulére Kurve (t) = (cost,sint) mit 0 < t < 27. Folglich ergibt sich

2m 2w 2 . .

9 B . B —cos“t sint ' —sint
[ = [Tra@) - @a= [T (TR (R
G

2 (*) 27r
:/ (cos,2tsin2t+sintcos2 t) dt :/
0 0

2 An
:i/ sin2(2t)dt—[§cos t]t 0(2)é/ sin?(u )du(*i*)%.ngg_
0 0

2w
7 sin 2(2t) dt + / sint cos? t dt
0

Hierbei verwendeten wir in (%) das Additionstheorem des Sinus: 2 sint cost = sin(2t), in
(xx) die Substitution v = 2t und in (x * %) die Identitat fo% sin?(u) du = w. Letztere kann
man z.B. mit Hilfe von partieller Integration zeigen.

Aufgabe 4

Die beschrinkte Menge B C R? sei durch die Ebenen 2 =0,y =0, z=0und z +y +2z =1
begrenzt. Berechnen Sie das Integral [ sin z dp.
B



Losung;:

X

Die Menge B wird von den Koordinatenebenen und von der Ebene durch die drei Punkte
(1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 3) begrenzt (siehe Skizze). Damit ist (z,y, z) € B dquivalent zu

0<z<1, 0<y<l-z, 0<z<z(l-z-y).
Bei B handelt es sich also um

B={(z,y,2) ER’: (z,y) €By, 0<z<i(1l—-a2—y)},
wobei BO::{(:J:,y)ER2: 0<z<1, OSygl—:c}.

Da (z,y, 2) ~ sin z auf R? stetig ist, ergibt sich

1 pl—z p(l—z—y)/2
/Sinzdu:/ / / sin z dz dy dx
o Jo 0

B
1 -z 1 11—z
= / / [— cos z] S:_Om_y)m dy dx = / / (— cos(l_‘s_y) + 1) dy dx
o Jo 0o Jo
! . —r— 1—x ! . —r
= /0 2 sm(lTy) + y]y:O dx = /0 (1 —x— 28111(17)) dz

= [z - sa? — 4(:08(1771)]1 (1—4—4cos0) +4cos(d) =—I +4cos(3).

=0

Aufgabe 5
Sei Q C R? ein beschriinkter Normalbereich der Klasse C'. Zeigen Sie:

1
w(Q) = —/ ydx :/ xdy = / (rdy — ydx).
20 o0 2 Joo
Berechnen Sie damit anschlieflend p(B1(0)).

Losung:
Wir wahlen zunéchst g(z,y) = —y, h(z,y) = 0. Der Satz von Green liefert

= [ () o e



Analog ergibt die Wahl g(z,y) = 0, h(z,y) = x die Formel

w(Q) = 8hclu:/ hdy:/ z dy.
o Ox o0 o9

Die Kombination dieser Gleichungen liefert

w@ =5 [ (@iy—ydo).

Nun zur Berechnung von p(B1(0)): Wir parametrisieren den Rand von € = B;(0) durch
v(t) = (cost,sint)t, 0 <t < 2m. Dies fiihrt auf

WB) = 5 [ (@dy=ydo)

1 [ . cost
= 2/0 (cost,—sint) <—sint dt

1 2
- / 1dt

2 Jo

.



