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7. Übungsblatt

Aufgabe 1

Die räumlichen Polarkoordinaten sind gegeben durch Φ : R+ × [0, π] × [0, 2π] → R3,
Φ(r, ϑ, φ) := (r sinϑ cosφ, r sinϑ sinφ, r cosϑ).

a) Zeigen Sie: | detDΦ(r, ϑ, φ)| = r2 sinϑ.

b) Berechnen Sie mithilfe räumlicher Polarkoordinaten und Teil a) das Volumen der
Kugel Br(0) ⊂ R3.

Aufgabe 2

Es bezeichne R ⊂ R2 die Menge aller (x, y) ∈ [−1, 1] × R mit 0 ≤ y ≤
√
4− 4x für

x ≥ 0, bzw. 0 ≤ y ≤
√
4 + 4x für x ≤ 0.

a) Sei Q = [0, 1]× [0, 1] und ϕ : Q → R2, ϕ(u, v) = (u2 − v2, 2uv). Zeigen Sie, dass
ϕ(Q) = R.

b) Berechnen Sie mit Teil a) das Integral
∫
R
y dµ.

Aufgabe 3

Berechnen Sie das Integral
∫
R
e(x+y)/(x−y) dµ, wobei R ⊂ R2 das Trapez mit den Eck-

punkten (1, 0), (2, 0), (0,−2), (0,−1) ist.

Aufgabe 4

a) Sei Ω ein beschränktes Gebiet im R2, und f ∈ C1(Ω). Sei ferner S = {(x, y, z) ∈
R3 : (x, y) ∈ Ω, z = f(x, y)}. Zeigen Sie, dass sich der Flächeninhalt von S
berechnet durch

µ(S) =

∫
Ω

√
1 + (∂xf)2 + (∂yf)2 dµ.

b) Berechnen Sie den Flächeninhalt desjenigen Teils des Paraboloids z = x2 + y2,
der zwischen den Ebenen z = 0 und z = 4 liegt.

c) Wie groß ist der Flächeninhalt desjenigen Teils des hyperbolischen Paraboloids
z = xy, der über dem Viertelkreis x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0 liegt?



Aufgabe 5

a) Berechnen Sie für die Menge

B =
{
(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ z ≤ 1 , x2 + y2 ≤ (1− z)2

}
das Integral ∫

B

(x2 + y2)2 e2(1−z)7 dµ .

b) Sei B := {(x, y, z) ∈ R3 : ∥(x, y, z)∥ ≤ 2}. Eine kugelförmige Gasansammlung
besitze die Massendichte

ρ(x, y, z) =


1

1 + x2 + y2 + z2
für 0 ≤

√
x2 + y2 + z2 ≤ 1 ,

2 für 1 <
√

x2 + y2 + z2 ≤ 2 .

Berechnen Sie die gesamte Masse∫
B

ρ(x, y, z) dµ .

Aufgabe 6

Berechnen Sie den Flächeninhalt von F =
{
(x, y, x2 + y2) : (x, y) ∈ R2, x2 + y2 ≤ 1

}
.


