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Aufgabe 1

Die rdumlichen Polarkoordinaten sind gegeben durch @ : Ry x [0, 7] x [0, 27] — R3, ®(r, 9, ¢) :=
(rsind cos ¢, rsind sin p, r cos ¥).

a) Zeigen Sie: |det D®(r,, ¢)| = r?sind.

b) Berechnen Sie mithilfe rdumlicher Polarkoordinaten und Teil a) das Volumen der Kugel
B,(0) C R3.

Losung:
a) Man berechnet

sindcosp rcosvcosy —rsindsing
DO(r,9,p) = | sint¥sinp rcosvsing rsindcosp
cos v —7rsind 0

Unter Verwendung von sin?® + cos?9 = 1 und sin®p + cos? ¢ = 1 fiihrt dies auf
det D®(r,9,0) = r?sind. Wegen sind > 0 fiir ¥ € [0,7] erhalten wir schlieflich
| det D®(r, 9, )| = r?sind.

Anmerkung: Mochte man die Ableitung (und ihre Determinante) nur auf offenen Men-
gen berechnen, so reicht es auch, die Einschrankung von ® auf (0, 00) x (0,7) x (0, 27)
zu betrachten.

b) Wir betrachten die Einschrankung von & auf (0,7) x (0,7) x (0,27). Dies liefert eine
Abbildung @ : (0,7) x (0,7) x (0,27) — B,(0)\(R+ x {0} x R) (wobei Ry ={z e R:
x >0}). Da R4 x {0} x R (und erst recht Ry x {0} x (—r,r)) eine Nullmenge ist, gilt
1(Br(0)) = (B, (0)\(R4+ x {0} x R)); dabei bezeichnet p das 3-dimensionale Volumen.

Mit Teil a) liefert die Transformationsformel

W(B0) = [ dedyds
By-(0)

2 pm r
= / / / 2 sin® dr'd9 do
o Jo Jo
r s 2m
= (/ r’2dr'> (/ sinﬁdﬁ) </ dgp)
0 0 0
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Aufgabe 2

Es bezeichne R C R? die Menge aller (z,y) € [~1,1] x R mit 0 < y < /4 — 4z fiir z > 0,
bzw. 0 <y <4+ 4z fur z <0.

a) Sei Q@ = [0,1] x [0,1] und ¢ : Q@ — R?, ¢(u,v) = (u? — v%,2uv). Zeigen Sie, dass
9(Q) = R.

b) Berechnen Sie mit Teil a) das Integral [,y dp.
Losung:

a) Indem man die Gleichungen 0 < y < /4 — 42 und 0 < y < /4 + 42 nach z auflost,

folgert man, dass R von den Parabeln z = 1— % und z = % —1 (jeweils mit 0 < y < 2),
sowie dem Segment von (—1,0) nach (1,0) berandet wird.

Zu festem yo € (0,2] sei M = {(z,y) € ¢(Q) : y = yo}. Fir (u,v) gelte ¢(u,v) =
(u? — v%2uv) = (z,y0). Wegen v < 1 ist dann v = 42 > % und fiir jedes u € [%, 1]
gibt es genau ein v € (0,1] mit ¢(u,v) = (u* — v* yo). Mit v = ¥ erhalten wir

2 2
d(u,v) = (u? — 4‘7%, Yo). Da u > u? — 4?% streng monoton steigend und stetig ist, ist

)
abgebildet. SchlieBlich folgt ¢(Q) = R.
Obige Uberlegungen zeigen auch (in Vorbereitung auf Teil b)):

2
e ¢ ist injektiv: Ist u # 0, v # 0, und gilt ¢(u,v) = (x0,%0), 50 ist g = u? — 2

T Qw2

also u aus Monotoniegriinden eindeutig bestimmt. Wegen v = £2 ist damit auch

v eindeutig bestimmt. Man folgert leicht, dass ¢ auf ganz @ injektiv ist.
e ¢(int Q) = int R, wobei int das Innere einer Menge bezeichnet.
b) Wir berechnen
2u —2v
D¢(U,U> - <2U 2 )

Insbesondere ist det Do (u,v) = 4u® + 4v? > 0 fiir (u,v) € (0,1) x (0,1). Mit Teil a)
ist damit ¢ : (0,1) x (0,1) — int R ein Diffeomorphismus. Da dR eine Nullmenge ist,



liefert der Transformationssatz

/yd,u = /2uv|detD¢(u,v)]du
R Q

1 1
= //(2uv)4(u2—|—v2)dudv
= // uv—l—uv ) du dv

1 -
= 8/ [ utv + u%ﬂ dv
o L4 2 ue0

1

= /(21)+4v3)dv
0

= [*+0'

= 2

Aufgabe 3

Berechnen Sie das Integral [ e (@+9)/(==v) 4y, wobei R C R? das Trapez mit den Eckpunkten
(1,0), (2,0), (0,—2), (0, 1) ist.

Losung:

Sei S C R? das Trapez mit den Eckpunkten (1,1), (2,2), (—2,2) und (—1,1). Sei ¢ : S — R?,
¢(u,v) = (3(u+v),3(u—v)) = (z,y). Insbesondere ist damit u =  +y, v = z — y, womit
unter Verwendung des Transformationssatzes (siche unten) die Auswertung des Integrals ein-
fach wird. Es gilt

S= |J {wv)eR?tucl-vv)}, R= ] {(x,y) €RzoxRgg:z—y =2z}
1<v<2 1<2<2

Wegen 2 (u+v) > 0 und 3(u—v) <0 fiir u € [~v,v], und da v = 2 — y fiir ¢(u,v) = (2,),
bildet ¢ von S nach R ab. Ferner sieht man, dass durch¢™' : R — S, ¢! (2,9) = (z+y,z—y),
die Umkehrabbildung von ¢ gegeben ist (priife, dass $~! von R nach S abbildet, und dass
po¢ ! =Idg, ¢~ o ¢ =1dg). Insbesondere ist ¢ : S — R bijektiv.

Es gilt

und det Do (u,v) = —%. Damit ist ¢ sogar ein Diffeomorphismus von int S nach intR. Wie



in Aufgabe 2 b) folgt mit dem Transformationssatz

/e(ac-i—y)/(ﬂc—y) du = /e"/“|detD¢>(u,v)|du
R S

1 2 v
= 2// eV du dv
1 —v
1 [ _
- 2/ et/ ]u=r, dv
1

1 2
= 2/1 (e—e Hvdv

3 _
= Z(e—e b,

Aufgabe 4

a) Sei Q ein beschriinktes Gebiet im R?, und f € C1(Q). Sei ferner S = {(z,y,2) € R?:
(x,y) € Q, z= f(x,y)}. Zeigen Sie, dass sich der Flacheninhalt von S berechnet durch

u(S) = [ 1+ @02+ 0,0 dn
Q
b) Berechnen Sie den Flicheninhalt desjenigen Teils des Paraboloids z = 22 + 32, der

zwischen den Ebenen z = 0 und z = 4 liegt.

c) Wie grof§ ist der Flacheninhalt desjenigen Teils des hyperbolischen Paraboloids z = zy,
der iiber dem Viertelkreis 22 +y?> < 1, 2 > 0, y > 0 liegt?

Loésung;:

a) Die Fliche S wird parametrisiert durch die Abbildung ¢ : Q — R3, ¢(z,y) = (z,y, f(z,v)).
Damit ist d,¢ = (1,0,0,f), Oy¢ = (0,1,0,f) und

(8$¢) X (ay¢) = (_awfv _8yf7 1)
Damit gilt nach Vorlesung
u(s) = [ 10:6) x (0,0)]2 du
0
= [ 1+ @+ @2

b) Die Fliche wird parametrisiert durch die Abbildung ¢ : Q — R3, ¢(z, y) = (x,y, 22+4?),
wobei

Q= {(z,y) € R?: 22 + y*> <4} = By(0) C R*.



Der Flacheninhalt A berechnet sich dann mit Teil a) und ebenen Polarkoordinaten
durch

A = /\/1+4(m2+y2)du
Q
2 2
= / /\/1+4r2rdrdap
o Jo
2
= 27r/ rv 1+ 4r2dr
0
= 27 i(1—}—47“2)3/2
12

%(173/2 —1).

2

0

¢) Mit f(x,y) = 2y und Q = {(z,y) € R? : 27y? < 1,2 > 0,y > 0} berechnet man wie in
Teil a) und b) und unter Verwendung ebener Polarkoordinaten

A = /\/1+x2+y2du
Q
1
= ;T/ rv1+r2dr
0

1

|1

= < (1+r2)3/2}
S [,
T

= 8<23/2_1)‘

Aufgabe 5

a) Berechnen Sie fiir die Menge
B ={(z,y,2) ER3: 0<2<1,22 +9% < (1—2)2}

das Integral

/(x2 + y2)2 62(1—2)7 du.
B

b) Sei B := {(z,y,2) € R®: ||(z,y,2)|| <2}. Eine kugelformige Gasansammlung besitze
die Massendichte

1
fir 0 < /a2 +y2+22<1,

plryy,2) =< 1+ 22+ 4%+ 22

2 fir 1 <y/22+y2+22<2.

Berechnen Sie die gesamte Masse

/p(x,y, z)dp.

B



Losung;:

) Wir greifen auf Zylinderkoordinaten zuriick
d(z,y,z) =rd(r, ¢, z).

T =7rCcosqo, Yy =rsing, z=2z,
Fir (z,y,2) € B gilt 0 < z < 1, und die zweite B definierende Ungleichung fiithrt auf
die Bedingung 72 < (1 — 2)2. Die Menge B ist also charakterisiert durch
0<z<1, 0< ¢ <27, 0<r<1—=z.

Die Transformationsformel liefert nun

1 2 1-z
/ (22 4 422 202 gy = / / / (r2)2 202 1 dr dpdz
0 0 0

1 7,6] 1—-z 62(172)7 dz

1—=z
2(1—=2)
—27r/ / drdz—27r/ [6 —0
re2(1— 2)7q1 7r(62 —1)
— 1 1— 6 2(1 Z) _ ne _ =
/0 am(1=2) dz 2 |, 12
1<

b) Definiere K = {(z,y,2) € R® : 22 +¢y? + 22 < 1} und S = {(z,y,2) € R3
2?2+ y? + 22 < 2}. Dann gilt B= K U S und KNS = 0, und folglich

1
m:—/p(:r,y,Z)du—/1+x2+y2+22du+/2du
K S

B
Da S = B(0,2)\B(0, 1), gilt vol(S) = vol(B(2,0)) — vol(B(0,1))
/2du =2 <§7r23 — §7r> = 53*67“

Fiir das erste Integral benutzen wir Kugelkoordinaten
mit r € [0,1], ¢ € [0,27], ¥ € [-F,

x=rcos¢ cost?, y=rsing costy, z=rsind

Die Transformationsformel liefert

/1+x2iy 22 W= //
-/ /2“1

us
2

—271'//
1
1

—471'/ dr—47r/ (1— )dr
0 1+'I" 0 1+T2

27
/ p(F(r,0.0)) |T¢ (F(r.6.))| dodo dr

VB m‘;\

5 2 cos ) dep do) dr

—— cosV¥dYdr

w=1

= 477(1 — [arctanr],,zo) = 47?(1 — (7

Zusammen ergibt sich also
56 68
m = §7T+47l'—7'('2: §7r—772.

T —0)) =4 — 77

us
2

].



Aufgabe 6
Berechnen Sie den Flicheninhalt von F = {(z,y,2* + y?) : (z,y) € R? 2 +y? < 1}.

Losung;:
Es gilt F = {(z,y, f(z,y)) : (z,y) € R? 2? +y* < 1} mit f(z,y) = 2® + y*>. Wir setzen
B = {(z,y) € R? : 22 + 42 < 1}. Dann gilt fiir den Flicheninhalt A von F nach Aufgabe 4 a)

A:/\/4x2+4y2+1du.
B

Mit Polarkoordinaten ergibt sich

1
1 2w
A:/ / \/4T2+1rd¢)dr:27r/\/4r2+1rdr:27r[112(47"2+1)3/2](1):2(53/2—1).
0 JO
0



