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Aufgabe 1

Sei U = {(u,v) € R? | u?2 + v? < 3} und ~ eine positiv orientierte Parametrisierung von oU.
Fiir (u,v) € U definiere ®(u,v) = (u,v,v? — u?) und betrachte die Fliche

S ={®(u,v) | (u,v) €U},
deren Rand 0S = ®(0U) durch ® oy parametrisiert sei. Berechnen Sie fiir das Vektorfeld

z— 9y
G(z,y,z) = | 9z — 3z
Yy —2x
das Kurvenintegral G - dz unter Verwendung des Stokesschen Integralsatzes.

oS
Losung;:
Die Flache S liegt in Parameterdarstellung vor mit
u

P (u,v) = v . (uv) €U = {(u,v) € R? | u? +0* < 3}.

U2—U2

Der Stokessche Integralsatz liefert

G-dr = /(rot G)(®(u,v)) - (0uP(u,v) X 0y®(u,v)) du.
oS

U
Nun ist
1 0 2u
O®(u,v) =1 0 |, O0Pu,v)y=1[1]1, also Ou®(u,v) x 0,®(u,v) = | —2v |,
—2u 2v 1
und es gilt
o1 G 02G3 — 03Go 1—(-3) 4
rot G = 82 X GQ = 63G1 — 31G3 = 1— (—2) = 3
03 G3 WGy — 09G4 9 — (—5) 14

Folglich ergibt sich

4 2u

G-d}:/ 3 |- —2v du:/(Su—6v+14)d,u;
09 vo\14 1 7



und mit Polarkoordinaten (U ist die Kreisscheibe um (0, 0) mit Radius v/3) erhiilt man unter
Beriicksichtigung von f027r cospdp = f027r singdgp = 0:

. V3 p2m V3
/ G~dx:/ / (8rcosqﬁ—6rsinq§+14)rd¢dr:/ 287r dr
as o Jo 0

V3

=287 [5r°] ", =287 - 3 =427,

Aufgabe 2

Die Oberfléche von Z := {(z,y,2) € R® | 2 +y* < 1, 0 < z < 1} wird mit S bezeichnet und

es sel

3

G(z,y,2) = | 2%y
.1'22'

/G-nda,
S

wobei n der Normaleneinheitsvektor ist, der ins AuBere des Zylinders Z weist, auf zwei

Berechnen Sie

verschiedene Arten, ndmlich
a) mittels der Definition des Oberfléchenintegrals;

b) unter Verwendung des GauBlschen Integralsatzes.

Loésung;:
a) Die Oberflache S des Zylinders Z besteht aus drei Teilen, ndmlich aus der Bodenflédche
S1, der Mantelflache S5 und der oberen Deckfliche Ss.

Die Bodenfliche S konnen wir durch die Parametrisierung g(u, v) := (ucos v, usinv, 0)
mit (u,v) € U := [0, 1] x [0, 27] darstellen. Es gilt

cos v —usinv 0 0
Oug(u,v) X Oyg(u,v) = | sinv | x | wecosv | = 0 =10
0 0 ucos? v + usin?v U

Es ergibt sich n = (0,0, —1) als &ufere Einheitsnormale. (Man teilt 9,,g(u, v) X dyg(u, v)
durch die Norm ||0,9(u,v) X Oyg(u,v)| und wéhlt dann noch das Vorzeichen so, dass
der Vektor nach aulen weist.) Also ist [ s, G-ndo =0, denn

u3 cos® v 0
(G(g(u,v))) - (n(g(u,v))) = [ u?cos?vsinv | - | 0 | =0.

0 -1



Die Mantelflache Sy wird durch g(u,v) := (cos u, sinu, v) mit (u,v) € U := [0, 27] x [0, 1]
parametrisiert. Wir erhalten

—sinw 0 cosu
Oug(u,v) X Oyg(u,v) = [ cosu | x [ 0] = | sinu
0 1 0
Dies ist die duflere Einheitsnormale n an Ss. Wegen
cos® u COS U
(G(g(u,v))) - (n(g(u,v))) = [ cos?usinu | - | sinu | = cos? u + cos? u sin® u = cos® u
vecos?u 0

folgt

27 27
/G nda—/cos u ||0ug(u,v) X Oyg(u,v)| dp = / / cos udvdu—/ cosudu = 7.
0
U

=cos2u+sin?u=1

Es bleibt noch die Deckflache S3: Die Parametrisierung g(u,v) := (ucosv,usinv, 1) mit
(u,v) € U := [0,1] x [0,27] liefert Oy,g(u,v) x dyg(u,v) = (0,0,u). Esist n = (0,0,1)
und damit

u3 cos® v 0
(G(g(u,v))) - (n(g(u,v))) = [w®cos?v sinv | - [ 0| =u?cos®v.
u? cos® v 1

Somit erhalten wir

2T
/G ndo /u cos? v ||0ug(u, v) X Dpg(u,v)|| dp = / / u® cos? v dv du

=|u|=u,dau >0

1 27
:</ u3du> (/ Cos2vdv>:i7r.
0 0

Insgesamt ergibt sich

/G nda— /G nda—0+7r+47r %ﬂ'
k= 1Sk

Nach dem Gaufschen Integralsatz im R? ist
/G-nda: /dide,u.
S Z

Nun gilt (divG)(z,y,2) = 0z(23) + 9, (2?y) + 0,(2?2) = 32% + 2? + 2% = 522 und mit
Zylinderkoordinaten x = rcos¢, y = rsin¢, z = z, wobei r € [0,1], ¢ € [0,27], z €



[0, 1], folgt

/G nda—/5x dp = / 5(r cos ¢)* rdu

[0,1]%[0,27] % [0,1]

/ /zﬂ/ 513 cos qbdzdgbdr—/ /27r5r cos? ¢ do dr
_5</0 r dr) (/0 cos qbdgb)

Aufgabe 3

Gegeben seien der Kegel K = {(z,y,2) € R?®: 0 < 2z <2 — /22 + 42} sowie das Vektorfeld
f:R3 = R3 f(x,9,2) = (2,9,2 + 1). Berechnen Sie den Fluss des Vektorfeldes f durch die
Oberflache des Kegels K nach auflen.

Losung;:

Sei S die Oberfliche des Kegels und n die Einheitsnormale auf S, die ins AuBere von K
gerichtet ist. Der Fluss des Vektorfeldes f durch die Oberflache S des Kegels K nach auflen

ist nach Vorlesung gegeben durch
/ f-ndo.
oK
Mit dem Satz von Gauf} erhalten wir
/f-nda = / div K du
K
0K
= / 2dpu.
K

Wir verwenden Kegelkoordinaten @ : (0,1) x (0,27) x (0,2) — R3, é(r,p,2) =
(2 — 2)rcosp, (2 — 2)rsing, 2)!. Es gilt |det D®(r,p,2)] = (2 — 2)?r. Der Transforma-

tionssatz liefert
1 2 2
/f'nda = // /2(2—z)2rdzdgod7“
o Jo Jo
oK

= /1/%% {—1(2—2)3]zd<pdr
- /mr_ﬂ

Alternative Lésung mittels direkter Berechnung:

Die Oberflache S besteht aus dem Kegelmantel und dem Grundkreis. Wir parametrisieren
zunachst den Kegelmantel

M = {(x,y,z)ER3: z=2—a?+y? z>0}



durch

2—r

x
Y
z

cos ¢ —7rsin ¢ 7 COS ¢
Org(r, @) x Opg(r,¢) = (siné) X (rcos¢) = (Tsingb) .
-1 0 T

Dieser Vektor zeigt nach auflen. Weiter gilt

7 COS ¢
) = (r sin gb) =:g(r, ¢) mit (r, ¢) € [0,2] x [0, 27].

Dann ist

3—r r

= (2r — r?) cos ¢ + r?sin® ¢ + (3r — r?).

2—r 7 COS @
flg(r,o)) - (&g(r, @) X Opg(r, <Z>)) = (r sin (b) . (r singb) =(2—r)rcos¢ + r?sin? ¢ + B—r)r

Fiir den Fluss von f durch die Mantelflache M nach auflen erhédlt man

. . 8Tg(T7 <f>) X 8¢g(7’, (25)
[rmao= [ 1600 e o 9 ) x el
Y] [0,2] % [0,27]

_ / Fg(r,8)) - (9rg(r, ¢) x Dyg(r, 8)) dps

[0,2] % [0,27]

2 27
- / / ((2r—r2) cos ¢+ r2sin® ¢ + (3r—r2)) do dr
o Jo

3

2 3
3 2 28
:/0 (7rr2+(37“—7“2)27r)dr: [W%+ (57“2—%) 27T:|O:?7T.

FEine Parametrisierung des Grundkreises
G:= {(x,y,z) eR3: 22 +4% <4, z:O}

ist gegeben durch

x

(y

z
cos ¢ —rsin ¢ 0

Org(r,9) X Opg(r,¢) = | sing | x [ rcos¢p | = (0] .
0 0 r

Dieser Vektor zeigt nach innen. Wegen

7 COS @
) = (r sin (;S) =: g(r, 9) mit (r,¢) € [0,2] x [0, 27].
0

Dann ist

0 0
flg(r,9)) - (—8r9(7“a ¢) x 8¢g(7“, qb)) = (TSinqﬁ) . ( 0 ) = —r
1



ergibt sich fiir den Fluss von f durch die Grundflaiche G nach aufien

/ fondo = / F(g(r,8)) - (~0rg(r,d) x pg(r, 6)) dp

G [0,2]x[0,27]

2
/ / —ngi)dr——/ 27r dr = —4m.

Der Fluss von f durch die gesamte Oberfliche S des Kegels K nach auflen betragt somit

/f nda—/f nd0+/f nda——ﬂ—élﬂ—?ﬂ

Aufgabe 4
Sei O = {(u,v) €ER?:0<u<1,0<v <27} und sei ®:Q — R gegeben durch

®(u,v) = (ucosv,usinv,v),

und sei K das Vektorfeld K (z,y, z) = (y, —,0). Berechnen Sie den Fluss [¢ K - ndo von K
durch die Flache S := ®(1).

Losung;:
Es gilt 9,® = (cosv,sinv,0), 9,® = (—usinv, ucosv, 1), folglich

(0uP) x (0y®P) = (sinv, —cosv,u).
Damit berechnet sich der Fluss durch

/K-nda _ /(Kocp) (8.D) x (,D)) dps
S

u sin v sinv

27
= / / —ucosv | - | —cosv | dudv

U
27
= / /ududv
0 0
1
= 27 [1u2}
2 0

= .

Aufgabe 5

Sei E C R? die kompakte Menge, die vom Paraboloiden z = 1 — 22 — y? und der Ebene z = 0
berandet wird. Sei S der Rand von E. Weiterhin sei F' das Vektorfeld F(x,y, z) = (y, z, 2).
Berechnen Sie den Fluss |, g F'-ndo von F durch die Flache S.



Losung;:
Sei S1 = {(z,y,2) € S: 2> 0} und Sy = {(z,y,2) € S: z =0, insbesondere S;US; = S und
fSF-ndJ:fSIF-nda+fSQF-nda.

Zunéchst zum Integral tiber S;: Es gilt S = ®(£2), wobei Q = B;(0) C ]R2 und @ : Q — R3,
®(z,y) = (z,y,1 — 2% — y?). Damit ist 9,® = (1,0, —2z), 9,® = (0,1, —2y) und

(0:P) x (0y®) = (22,2y,1).

Wir berechnen mithilfe ebener Polarkoordinaten

/ F-ndo
St

| (Fo®) - (@.8) x (0,8) d

Y 2x
:/ x | 2y | du
Q 1—:L'2—y2 1

= /Q(l+4:cy—x2—y2)du
2w 1

= / / (1 + 472 cos psin g — r?)r drdp
o Jo
s 1

= /0 /0 (1 — 13 + 41 cos @ sin ) drdy

2 1
= / < + cosgpsincp) dp
0 4

1 1 2w
o gt

SE

Nun zum Integral iiber Sp: Es gilt So = ¥(Q), wobei wieder Q = B;(0) C R? und
U Q — R ®@,y) = (v,9,0). Einsetzen in die Formel fiir den Fluss ergibt sofort
f Sy F -ndo = 0 (unabhéngig von der Orientierung von Ss).

Insgesamt folgt

T s
/S ndo 2—|—O 5



