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9. ﬂ'bungsblatt

Aufgabe 1

Ein Heifluftballon habe die Form einer Sphérenkappe vom Radius R und Offnungsdurchmesser
d < 2R (d.h. die Ballonoberfliche B ist die Menge {(z,y,2) € R® : 22 + y? + 22 =

R? 2z > —\/R? —d?/4}). Das heiBe Gas dringe durch die pordse Oberfliche B mit der
Geschwmdlgkelt

-y
v =rot F, wobei F(z,y,z) = | =
0

Man berechne den Fluss f R n do durch die Ballonoberflache B
a) direkt,
b) mittels des Satzes von Stokes,

c) mit Hilfe des Satzes von Gaufi.

Losung;:

a) Es gilt v =rot F = (0,0,2)". Die duflere (Einheits-)Normale am Punkt (x,y,2) € B ist
gegeben durch n(z,y,z) = %(m, y, z)!. Mit Hilfe der Kugelkoordinaten (wie in Aufgabe
2) erhalten wir eine Parametrisierung von B durch

®:[0,90] x [0,27] = R3, &9, ¢) = (Rsinv cos ¢, Rsindsin p, Rcos 1),

wobei g = arccos <— 1-— (2%)2) Wir berechnen

d9® = (Rcosvcosp, Rcos?sinp, —Rsind)’
0,9 = (—Rsinvsing, Rsind cosp, 0)t,
also
dp® x 9,8 = R*(sin® cos p, sin” ¥ sin ¢, sin ¥ cos )"
und somit

|09® x 0,®|| = R?sin 0.



Damit berechnen wir

/’U-nda
B

b) Der Satz von Stokes besagt:

1
R/BQZdU

1 Jo 27

/ / 2R cos ) - R?sin ) dy dv
R 0 0

Yo
47 R? / cos ¥V sin 9 dv
0
1 o
A R? [— cos® 19]
2 0

/U‘nda:/rotF'nda:/ F - dz.
B B 8B

Sei zg = Rcos . Filir OB ist die Parametrisierung

: d d !
v:[0,27] = R3, t— (2 cost, sint,zo>

2

positiv orientiert, und der Fluss berechnet sich durch

/v-ndU:/F-d_ﬁc =
B v

27
/0 F(y(t)) -+ (t) dt

2 —gsint —%Sint 2 d2 7Td2
/ deost |- | Zcost dt:/ —dt = —
2 2 4 9

0 0 0 0

c) Beachte zunéchst, dass div v = 0. Sei G = {(x,y, 2) ER3: 22 4+ 92 < %,z = zo} die
Grundflache, die den Ballon verschliefit, und sei €2 das Innere der durch BUG gebildeten
geschlossenen Fliache. Der Satz von Gaufl besagt:

/v-nda—l—/v'ndaz/ v-ndaz/divvd,u:O.
B G oN Q

Wir berechnen den Fluss durch G mittels der Parametrisierung

T COS

d
T : 0, 5] x [0,27] = R3, (r,¢) — [ —rsing

Es gilt

T, xT,=

<0

CoS —rsing 0
—singp | X | —rcosp | =10 |,



also ||T;. x T,,|| = r. Der Fluss durch B ist damit
0

% 2m 0
/’U-nda:—/v-ndo = —/ / r{0]-1 0 | dedr
B G 0 0 2 -1
d 2 d 2
d
= /2/ 2ng0d7“:47r/2rdr:7r.
0 Jo 0 2

Es seien Kugelkoordinaten gegeben durch ® : U — R3 ®(r,9,9) = (rsindcos,
rsindsin g, rcos ), wobei U := Ry x (0,7) x (0,27). Sei u = vo ® € C?(Q) N CYQ)
mit 2 C U. Zeigen Sie

A _ig 287'& + 1 g si 79@ +;@
=2 " ar P2sind a9 \" L 90 r2sin? 9 0p?’

Aufgabe 2

Losung;:
Es gilt

1 0 y ou
Agu=—=—1|g" — .
=g (VT )
Dabei wird iiber die Indizes 4, j fiir 1 <4,j < 3 summiert und es ist

g:=D®' D, |g|:=detg, (¢7)1<ij<3:=g "

i1t hier 2. =9 90 _ 0 98 _ 0 ;
Ferner gilt hier 571 = 57, 522 = 39, 5,5 = R Wir berechnen

sincosyp rcosvcosp —rsindsing
D® = | sindsing rcosdsing rsindcosp
cos v —rsind 0

Eine direkte Rechnung zeigt

1 0 0
g=D®'DP=1| 0 12 0
0 0 r2%sin?9

Damit erhalten wir

lg| = det g = rsin® ¥

und
- 1 0 0
(6" h<ijes =g = | 0 772 0
0 0 7 2gin 29
Es folgt
1 0 0 0 0 0 0
Agu - Ty <07" <1 2 Sinﬁ@u) + 59 (r_2 .72 sin 19811;) + % (r_2 sin~29 - r?sin 19—::

- 2o\ ar 2snd 99 \" U 99 r2sin? 9 0p2’



Aufgabe 3

In welchen Punkten sind die folgenden Funktionen f: C — C komplex differenzierbar, auf
welchen Gebieten sind sie holomorph? Bestimmen Sie gegebenenfalls f.

1. f(x+1iy) =sinz siny —icosx cosy (z,y € R),

Losung:

1. Die Funktionen u(z,y) := sinz siny und v(z,y) := — cosz cosy sind offensichtlich auf
R? stetig differenzierbar. Es gilt
ug(x,y) = cosx siny, uy(x,y) =sinz cosy,
vy (x,y) =sinx cosy, vy(x,y) = cosz siny.
Wir priifen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (CRD) nach: u, = v, ist
immer erfiillt. u,(z,y) = —vz(x,y) gilt genau dann, wenn sinx cosy = 0 ist, also wenn

x = k7 mit einem k € Z oder y = (m+ 3)7 mit einem m € Z. Genau in diesen Punkten
ist f komplex differenzierbar. Da die Menge

M :={z € C|Re z = kr fiir ein k € Z oder Im z = (m + &) fiir ein m € Z}
nicht offen ist, liegt nirgends Holomorphie vor. Fiir z = x 4+ iy € M mit x,y € R ergibt
sich

f(2) = ug(z,y) + ivg(x,y) = cosx siny + isinw cosy = cosx siny.
—_———

=0,dazeM

2. Fiir z,y € R gilt f(x +iy) = (x +iy)r = 22 +izvy =: u(z,y) +iv(z,y). Die Funktionen
u,v: R? — R sind stetig differenzierbar mit

ux(iﬁ,y):2$, uy(:z:,y):O, Ux(flf,y) :y7 Uy(J:,y):x‘
Wegen

uz(z,y) =vy(z,y) <= 2w=2 = =0,
uy(z,y) = —ve(z,y) = 0=-y <= y=0

sind die CRD nur fiir (z,y) = (0,0) erfiillt. Deshalb liegt nur in z = 0 komplexe
Differenzierbarkeit vor. Da {0} C C nicht offen ist, ist f nirgends holomorph.

3. Hier ist f: C\ {0} — C. Fiir (z,y) € R?\ {(0,0)} gilt

rtiy  x—dy _ (z+iy)® | (z—ay)® 227 —2y°
—+ 2 .2 2,2 24 .2 ¢
=11y T+ ety ety e +y

flx+iy) =



Wir definieren u: R? \ {(0,0)} — R, u(z,y) = 2027 owie v: R2 \ {(0,0)} —

$2+y2 )
R, v(z,y) = 0. Dann erhalten wir fiir (z,y) # (0,0)

f(z+iy) = u(z,y) +iv(z,y) = u(z,y) .

Offenbar sind u und v auf R?\ {(0,0)} stetig differenzierbar; die Quotientenregel liefert

wal(iy) = 4z (2% + y?) — (222 — 2y%)22 _ 8xy?
(22 +y?)? (2% +y?)?
und genauso
wy(z,y) = ﬂ
YA (22 + 42)2

auBerdem gilt
v (2, y) = vy(x,y) = 0.
Damit sind die CRD genau dann erfillt, wenn
8xy? —8z?
i =0 und Y

— 7 —,
(22 +y?)? (22 +9?)?

also wenn x = 0 oder y = 0 gilt. Die Funktion f ist somit nur auf der imaginaren und
der reellen Achse komplex differenzierbar (natiirlich mit Ausnahme des Nullpunktes,
wo sie gar nicht definiert ist). Hier lautet die Ableitung

f(x+iy) = up(z,y) + ivg(x,y) = 0.

Da {z € C\ {0} : Re z = 0 oder Im z = 0} nicht offen ist, liegt nirgends Holomorphie
VOT.

Aufgabe 4
Fiir v:[0,1] — C mit y(t) = exp(2mit) berechne man

a) f‘—i'dz,
v

1
Wdz.

b)

=

Losung;:

a) Es gilt

1 ! 1
/ —dz = / —————— - exp(2mit) - 2mi dt
2| o |exp(2mit)]

1

= 27?@'/ cos(2mt) 4 i sin(27t) dt
0

= 0.



b) Wie in a) gilt

1 1 1 | |
/‘Z|2 e = /0 |exp(2mit) 2 exp(2mit) - 2mi dt
v

1

= 2m’/ cos(2mt) + i sin(27t) dt
0

= 0.



