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Aufgabe 1
Berechnen Sie die Laurent-Reihen der folgenden Funktionen in den angegebenen Gebieten:
a) Sbz fir z € C\{0},
b) s

Losung;:

firl<lz—1] <2

a) Die Taylorreihe des Sinus ist sin z = ZZOZO(—I)”%. Damit erhélt man die Laurent-
. B 2n
Reihe % = Z;:O:O(_l)nm
b) Mit w := z — 1 berechnen wir fiir 1 < |w| < 2:

1 1

z(z — 3)2 (=1 +1((z—1)—2)2
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(w+1)(w — 2)?
B A B C
N w+1+w—2+ (w—2)?
A(w? — 4w +4) + B(w? —w —2) + C(w + 1)
z(z —3)?
Koeffizientenvergleich ergibt: A+ B =0, —4A— B+(C =0,4A—2B+(C = 1. Es folgt
A=1L1 B= —%, C = L. Wir erhalten
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fir 1 < |z — 1| < 2. Die letzte Zeile ist die gesuchte Laurent-Reihe. Dabei wurden in

(%) die Entwicklungen Y >° (" = flc und > >7 jnd" = ﬁ fir |¢] < 1 verwendet
(letztere erhdlt man, indem man ﬁ = > o2 ¢" differenziert und nach Y o2 n¢"
auflost).
Aufgabe 2
Bestimmen Sie jeweils die Typen der auftretenden Singularitaten:
a) f(z) = Zg;giy in zop = —i und 2, = 1,

b) g(z) = 5221—1 in 29 =0,

c) h(z) = Z3e”= in zp = 0.

Loésung:

a) Polynomdivision ergibt ZS;’?jTQi = ZZ;ZJFQ. Folglich ist f in einer punktierten Umge-
bung U\{—i} von —i beschrankt. Also ist zo = —i eine hebbare Singularitdt. Ferner
ist 22;%"'2 =z+ % Also ist z; = 7 ein Pol erster Ordnung.

b) Es gilt = = > 20 also g(z) = l = L . Folglich ist zg = 0

" nel S z* (1+ZZO:1 m)

ein Pol zweiter Ordnung.

e (1)
c) Esgilte™z =5, ~—%—, also

n!

[e.9]

e = 2 e (1)

N N G L
= > B-n)l~ +;)(3—n)!z'

n=-—1

Damit sind unendlich viele Glieder des Hauptteils der Laurent-Reihe (um den Ursprung)
ungleich 0. Also ist zg = 0 eine wesentliche Singularitét.

Aufgabe 3
Das Residuum einer Funktion f im Punkt zp ist definiert durch Res(f,zp) := a—_1, wobei
o
f(z)= > an(z —20)" die Laurent-Reihe von f um zq ist.
n=—00

a) Seir > 0und f: Ko,(20) = C holomorph mit einem Pol m-ter Ordnung bei zg. Zeigen
Sie:

2=z (m — 1) \ dzm~1

Res(foan) = Jim e (S (-0

Speziell fir m = 1 gilt Res(f, z0) = lim,_,.,(z — 20) f(2).



b) Seien g und A in einer Umgebung von zp holomorph. Die Funktion g habe in zy eine
einfache Nullstelle (also 1/g einen einfachen Pol). Zeigen Sie:

Res (h(Z) ; > _ M=)

9(2)""") "~ (=)

Losung;:

a) Da zy ein Pol der Ordnung m ist, gibt es eine Entwicklung

f(z) = i an(z — 20)™.
Es folgt
(2 — )™ f(2) = i (o )"
und damit B
&)= 20
o

= ame1—m(m—Dl=a_1(m—1)! fiir z — 2.

Das ist die Behauptung. Den Spezialfall m = 1 liest man direkt an der allgemeinen
Formel ab.

9
n=1

b) Da zy einfache Nullstelle von g, existiert eine Entwicklung g(z) = >
a1 # 0 und es gilt ¢'(z) = Y07 s ant1(n +1)(z — z0)". Es folgt

an(z —2p)" mit

o

g (z0) = a1 = lim an+1(z — 20)".
Z—r20 0

Teil a) fiir m = 1 liefert

g(z =z g(2)
= lim =z hz)
z=20 ) g Any1(2 — 20)"
h(20)

g'(20)



Aufgabe 4
Bestimmen Sie die Residuen in den Singularitdten der folgenden Funktionen:

a) lfgmz

b) i

Losung;:

n,2n

a) Wir haben die Reihendarstellung 1=¢%2 = Y7 % Insbesondere ist z = 0

hebbare Singularitdt und damit Res(#, 0) =0.

b) Der Punkt z = 1 ist Pol dritter Ordnung. Wir berechnen mit Aufgabe 1 a)

e® .1 a
RGS<(Z_1>3’1> = I 5ige )
1
= lim —¢€?
z2—12
e

5"

Aufgabe 5 (Verallgemeinerter Satz von Liouville)

Sei f : C — C eine ganze Funktion. Es gebe Konstanten C, R < oo, sowie ein n € Ny, so dass
|f(2)] < C|z|" fur alle |z| > R.
Zeigen Sie, dass f ein Polynom vom Grad hochstens n ist.

Losung:

Da f eine ganze Funktion ist, existiert eine Potenzreihendarstellung f(z) = > 72, apz". Nach
Voraussetzung gilt |f(2)] < Clz|* fiir |2| hinreichend groB.  Wegen |Y 7_,arz"|
< (lao| + ...+ |an|)|2|™ fiir |z| > 1, gilt auch

o0
E akzk

k=n-+1

S Cy’zvlzz(jqzn|

fiir eine Konstante C” < oo und |z hinreichend grof. Es folgt | > 72 ., akj—m =300 anpkzf| <
C’ fiir |2| groB. Damit ist die ganze Funktion g(z) := >3 | a, k2" auf ganz C beschrinkt,
nach dem gewohnlichen Satz von Liouville also konstant. Aus g(0) = 0 folgt g =0 und a =0
fiir k > n 4 1. SchlieBlich ist f(2) = Y p_o ax2”.



