Karlsruher Institut fiir Technologie (KIT) SS 2013
Institut fiir Analysis 01.07.2013
Prof. Dr. Tobias Lamm

Dr. Patrick Breuning

Ho6here Mathematik II fiir die Fachrichtung Physik
12. ﬂbungsblatt

Aufgabe 1

Berechnen Sie folgende Integrale mit Hilfe des Residuensatzes:
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Loésung;:
a) Der Integrand f(z) := m besitzt in 1 eine einfache und in —3 eine doppelte

Polstelle und ist holomorph auf C\ {1, —3}. Da innerhalb des Integrationsweges |z| = 2
nur die Polstelle 1 liegt, liefert der Residuensatz
f(z)dz =2miRes(f,1) = en ,
|2|=2 8
denn fiir das Residuum von f in 1 gilt
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Res(f,1) = (= — 1)/(2)

b) Nun liegen die beiden Polstellen —3 und 1 von f innerhalb des Integrationsweges |z| = 9.
Deswegen gilt nach dem Residuensatz
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Schreibe f(z) := Z—. Der Nenner von f(z) wird genau dann 0, wenn z = 2km mit
einem k € Z gilt. Von diesen Punkten liegt nur z = 0 im Inneren des Kreises |z| = 1.
Dabher ist

/ f(2)dz = 2miRes(f,0).
|z[=1
Nun sieht man anhand der Darstellung
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dass in z = 0 eine hebbare Singularitidt von f vorliegt. Deshalb gilt Res(f,0) = 0 und
das Integral hat den Wert 0.

Sei f(z) := eT=. Hier liefert der Residuensatz

f(z)dz = 2mwiRes(f,1).

|z[=2

Um das Residuum Res(f, 1) zu berechnen, betrachten wir die Laurententwicklung von
fum1
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der Koeffizient von (z — 1)~! lautet —e~!. Also ist Res(f,1) = —e~! und damit

/ < z > 2mi
exp| — |dz=——.
|z|=2 1—2z e

Der Integrand f(z) := W besitzt in 1, —2, —i jeweils einen Pol erster Ord-

nung und ist holomorph auf C \ {1, -2, —i}. Da sich alle Polstellen im Inneren von G
befinden, ergibt sich nach dem Residuensatz

f(z)dz = 2mi (Res(f, 1) + Res(f, —2) + Res(f, —2)) .
G

Wir berechnen nun die Residuen von f in den (einfachen) Polstellen

2z 2 1
Res(f,1) = (2 —1)f(2) T m T 3(1+4) —g(l—l),
Res(,-2) = -+ 20 _, = o), = 3 — 15 2
) . 2z % 1 ,
Res(f, —i) = (2 + 1) f(2) = CER T . = it =x (14 30).

Hiermit ist
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Aufgabe 2
Zeigen Sie:

oo

a) f (x2+a2)2 dr =3 (a>0 fest)
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b) Of (Cosa:3 dl’

1+22) 166

Losung;:

a) Fiir z € C gilt
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Also ist ia ein Pol zweiter Ordnung. Sei nun r > 0. Sei weiter 7, die Strecke [—r, r] und
72 der Halbkreisbogen auf 0B, (0) auf der oberen Halbebene von r nach —r. Schliefilich
sei v der geschlossene Weg von und nach —r, der durch Verbindung von v; und o
gegeben ist. Nach Blatt 11, Aufgabe 3 a) gilt
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Res(f,ia) =

Der Weg v umschlieit fiir » > a den Pol ia. Aus dem Residuensatz folgt
/f(z) dz = 2miRes(f,ia) = —
~

Ferner gilt

Mit » — oo erhalten wir
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b) Wir berechnen zunéchst f 2)3 dx. Fir z € C gilt

9G) = G T s i




Also ist i ein Pol dritter Ordnung. Nach Blatt 11, Aufgabe 3 a) gilt
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Seien 7, 71 und 2 wie in Teil a). Es gilt lim, fw ﬁ dz = 0 (fiir einen Beweis

dazu siehe bspw. Fischer-Lieb, Funktionentheorie). Nach dem Residuensatz gilt also
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Dabei wurde in der zweiten Zeile verwendet, dass eine ungerade Funktion ist,

(1+22)3
das Integral dartiber also verschwindet.

Aufgabe 3
2
1

Sei —1 < a < 1. Berechnen Sie das Integral [ T30 cosiraz dt auf zwei unterschiedliche Weisen:
0

os t+a?

a) Durch geeignete Substitution.

b) Mit Hilfe des Residuensatzes.
Losung;:

a) Wegen cost = cos(2m — t) gilt
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dt =2 dt.
1 —2acost + a2 1—2acost + a2
0 0
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filir 0 < t < 7 substituieren wir x = tan (%) Dann ist dt = 12er;2 und cost = % Es
olgt
27 .
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b) Wegen cost = %(e"t + e~ ) gilt
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wobei in der zweiten Zeile die Definition des komplexen Kurvenintegrales verwendet
wurde. Der Integrand hat genau eine Singularitdt im Einheitskreis, namlich a. Wir
bezeichnen den Integranden mit f(z). Da a ein Pol erster Ordnung ist, gilt nach Blatt
11, Aufgabe 3 a)

1

Res(f,a) = lim(z — a) f(z) = lim ifa

z—a z—>az—1/a_a2—1.

Aus dem Residuensatz folgt nun
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dt =2mi - R = —
/ 1 —2acost+ a? mi - Res(f,a) 1—a2
0

Aufgabe 4
a) Sei n > 2 gerade. Berechnen Sie das Integral fooo 1J‘Z§n.
o0 dx

b) Sei n > 3 ungerade. Berechnen Sie abermals [, Tram-



Losung;:

Wir berechnen zunéchst das Integral fiir gerade n. Anschlielend geben wir eine alternative
Rechnung an, die sowohl fiir gerades, als auch fiir ungerades n zur Losung fithrt.

e Sei n > 2 gerade. Wir setzen f(z) = H% Die Singularitdten von f sind die Pole
erster Ordnung

ML fir0<k<n-—1,

wobei ¢ := e'n. Wir berechnen die Residuen mit Hilfe von Aufgabe 3 b) von Blatt 11

1 C2k+l

1
Res(f, (1) = n(¢2FHT)n-1 = n(¢C2RHT)n = *QC%H'

Sei r > 0. Sei weiter v; die Strecke [—r,r] und - der Halbkreisbogen auf 0B, (0) auf
der oberen Halbebene von r nach —r. Schlief$lich sei v der geschlossene Weg von und
nach —r, der durch Verbindung von ~; und v, gegeben ist.

Die Kurve ~ umrandet ein Gebiet mit den Polen (ZkH fir 0 <k < g — 1. Wir
berechnen mit Hilfe des Residuensatzes

o

/f(z)dz = QWiZRes(f,C%H)
2l

k=0

Damit ist

ferner

— 0 firr — oo.



Mit » — oo erhalten wir

/Z flx)dx = %7‘(‘ (sin%>_1.

Da f auf R eine gerade Funktion ist, erhalten wir schliellich

/Oo dz 77(, 71')—1
= — (sin— .
o l4+2™ n n

Sei nun 7 € N mit n > 2. Setze ¢ := /™. Es folgt (x¢?)"* = 2. Sei v = [0,7],
v2 = re' fiir 0 < ¢ < 27/n und 73 die Strecke von r¢? nach 0. Ferner sei y = y1+72+73,
also die Verbindung der drei Wege. Die Funktion H% hat die n Pole erster Ordnung

e+ D7/n 0 < k < n —1. Von diesen Polen liegt nur ¢ = €™/ innerhalb von ~. Mit

Aufgabe 3 b) von Blatt 11 berechnen wir fiir f(z) = = Jrlzn
; 1 etm/n 1,
Res(f,e™™) neir(n=1)/n  peir nt

Fiir » > 1 folgt mit dem Residuensatz

1 2
/ dz = ——mi(.
71—|—z” n

Wegen (2¢?)" = 2™ und nach Definition von 73 gilt

1 1
/ —dz = —(? —dz
v 1+ 2 nltz

Lassen wir r gegen co gehen, so verschwindet das Integral iiber 2 und wir erhalten

(- [ e = —2aic
- r=——Ti
o l+an n

/m L 2 ¢
r = ——mi
0 1+$n n 1—42

also wie oben




