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13. Ubungsblatt (letztes Blatt)

Notation auf diesem Blatt: Ist f eine 27-periodische, iiber [—7, 7] Riemann-integrierbare
Funktion, und ist k € 7Z, so ist der k-te Fourierkoeffizient

; 1

f(k): =a=oo | f( )e kT dy.

Aufgabe 1
Die 2m-periodischen Funktionen f, g und h sind gegeben durch

fla) = 3a° (—r<z<m), flz+2m)=[f(2),
glx) = 1+ x+ |z (—m <z <m), g(x +27) = g(x),
h(z) = cos(32) (—m <z <m), h(z + 27) = h(x).

Berechnen Sie die Fourierreihen dieser Funktionen in reeller und komplexer Form.

Losung;:
Fiir die Fourierkoeffizienten von f berechnet man
. 2 R -1 k
£(0) = % wd  f(k) = k2) fiir k # 0

Somit lautet die Fourierreihe von f in komplexer Form

k=—o00 k=—o00

k£0

Die Koeffizienten ay und by in der reellen Darstellung der Fourierreihe

ap >
5 + ; ay, cos(kz) + by sin(kz))

kann man folgendermaflen gewinnen

ar = f(k)+ f(—k) (keNg) und by =i(f(k) — f(-k) (keN).




Bemerkung: (1) Da f auf R stetig und stiickweise glatt ist, stellt die Fourierreihe von f nach
dem Darstellungssatz die Funktion f in allen Punkten z € R dar.

(2) Aus der Linearitdt des Integrals folgt: Sind a, 8 € C und fi, fo: R — C 27-periodische
Funktionen, die iiber [—m, 7] integrierbar sind, so gilt fiir die Fourierkoeffizienten von a f1 45 fo

cx(afi + Bf2) = acr(f1) + Ber(f2) fir alle k € Z.

Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir die Fourierkoeffizienten der reellen Fourierreihe:

ag(afi + Bf2) = aar(f1) + Bar(f2) fiir alle k € Ny,
br(afi + Bfa) = abk(f1) + Bbi(f2) fur alle k € N.

Nun zu g: Wegen g(z) =1 fir z € [-7,0) und g(z) = 1 + 2z fiir x € [0, 7) folgt fiir jedes

keZ
g(k) = 1 /W g(z)e ke dy = 1 /0 e R dy 4 /W(l + 22)e R dg
2m 2 o 0

1 o A Q ,_
= </ e kT dy + / 2xe ke dx) :
27 -7 0

fiir k = 0 erhalten wir §(0) = 5= (27 + 2) = 1 + Z; sonst gilt (partielle Integration)
1 e—ikr
g(k) = 0+ — (x -

Q B s e—ikm L) - i ﬂ.(_l)k B e—ikx ™
—ik |, /0 —ik ! > oo < —ik (—ik)? :(::0)
G A I o Ve S (G O N (—1)F -1

k T —k2 k k2

Damit ist die Fourierreihe von g

[e.e]

~ ikx __ E - Z(_l)k (_1)k -1 ikx
> dlk)e _1+2+kz_:oo< e | e

k=—o00

k40

Als Koeffizienten in der reellen Form der Fourierreihe 4 + Y7°  (ay, cos(kx) + by sin(kx))
erhalt man

2((-1F -1

2(—1)k+1
k2 )

G =2+m, a = 4(k)+ (k) = -

sowie by =i(g(k) — g(—k)) =

Nun zur Funktion h: Wir berechnen zunéchst die Koeffizienten der rellen Darstellung der

Fourierreihe. Es gilt (substituiere y = —x):

0 0 0 ™
/ cos(3z) sin(kz) dz = —/ cos(—3y) sin(—ky) dz = / cos(3y) sin(ky) dy = _/0 cos(3y) sin(ky) dy

—T ™

und folglich

™ 0 s
by, = / cos(3z) sin(kz) dz = / cos(3z) sin(kz) der/ cos(3z) sin(kz)dz =0 fiir alle k € N
0

—T —T



Fir k € Ny ist

ay = ! /7T h(z) cos(kz) dx = 1 /Tr cos(1z) cos(kz) dx.

™ J)_x T J-m

Zweimalige partielle Integration liefert

Iy, :—/ cos(3z) cos(kz) dx

—T
™

= [2sin(32) cos(kx)];r:_ﬂ—/ 2sin(32)(—ksin(kz)) dx

—T
s

= 2(cos(km) + cos(—km)) + 2k:/ sin(1z) sin(kz) dz

—Tr
™

=4(-1)* + 2]{:([—2 cos(1z) s.ilrl(l’ﬂ:z:)];:_7r - / —2cos(32)(k cos(kz)) dx)

—T

= 4(—1)F — 0+ 41,

Somit haben wir die Gleichung I = 4(—1)* + 4k?I; dies bedeutet I, = 4(—1)¥/(1 — 4k?).

Damit kennen wir a; = I/ und es ergibt sich die Fourierreihe von A in reeller Form

2 A=
W+; 1—4l<:2 cos(kz) .

Hieraus kann man die Fourierkoeffizienten h(k) berechnen (setze by := 0)

ar — tbg a 2(—1)k A

ag +ibg ak _ 2(—1)’“ (k € No)

h(k) = 2 2 (1—-4k)7

Daher lautet die Fourierreihe von h in komplexer Form

—_2(=DF
(1—4k%)7 ‘

ikx

Aufgabe 2

sin(kx)
Ist Z die Fourierreihe einer Funktion f € Rpe,?
Hinweis: Argumentieren Sie mit der Besselschen Ungleichung.

Losung;:
Angenommen, es existiert eine Funktion f € Rper, deren reelle Fourierkoeffizienten gegeben
sind durch aj, = 0 (k € Ng) und b, = - (k € N). Nach der Besselschen Ungleichung folgt

vk
2.

k=—00

fof <15 = o [ 15@P do < o



Fir die Fourierkoefﬁzienten gilt: f(0) = 0, f(k) = Fap — iby) = —ﬁ und f(—k) =
Tag + iby) = \f (k € N), und wir erhalten

00 > i ’f(k;)f: lim Z ‘f ‘ = lim 3" <‘f ‘
k=—o00

f<—’“>)2) - Klgnooi 211<:

d.h. die Konvergenz der harmonischen Reihe. Dies ist ein Widerspruch! Deshalb existiert

keine Funktion f € Rper, welche die Fourierreihe > 77

sin(kz)

N besitzt.

Aufgabe 3

a)

Es sei f : R — C eine stetig differenzierbare und 2m-periodische Funktion. Zeigen Sie,
dass fiir die Fourierkoeffizienten der Ableitung f’ gilt:

(f)(k) = ikf(k)  fir alle k € Z.

b) Sei f € C*(R,C) eine 2w-periodische Funktion. Zeigen Sie, dass fiir alle N € N gilt:

216112 ‘ka(k:)‘ < 0.

Losung;:

2)

Fiir £ = 0 gilt wegen der 2m-Periodizitat von f:

o 1 _ fm) = f(=m)

(0 =5 | f() o =0=i:0-f(0).

Fir ke Z\ {0} erhalten wir mit Hilfe von partieller Integration

f ( ) —ikx dr = % [f('x)e—ikx];":_ﬁ _i_%

=0, da 27-per.

— 1

(f") (k) = o | f( Yike ™ dx = ik f (k).

Sei N € N. Wenden wir die Formel aus a) fiir die Fourierkoeffizienten von f¥) N-mal
an (beachte, dass f € C®(R,C), also insbesondere f(™) stetig differenzierbar fiir jedes
n € N), so erhalten wir:

(FOD) (k) = ik(FNDY(k) = ()2 (FVD) (k) = ... = i)V (k) (k € Z).
Wegen fV) € Rper gilt sup ](?\N))(k)\ < 00 (), und somit
keZ
sup | £ (k)k | = sup (V) (k) < oc.
keZ keZ

Bf:merkung Insbesondere gilt fiir jedes N € N: Es gibt eine Konstante C' = C(N) mit
(k)] < \k\N fiir alle k € Z, d.h. die Folge (|f(k)|)xez konvergiert schneller als jede

Potenz von 1/|k| gegen 0.
Zu (¥): Wir schreiben vy = (f())(k). Da f € C* folgt die Konvergenz der Reihe
Yo |ve|*. Dies impliziert wiederum die Beschriinktheit der Folge (|yx|?)rez, also

auch die Beschréanktheit von (|v|)kez, was gleichbedeutend zu sup |yx| < oo ist.
kEZ



Aufgabe 4

Berechnen Sie jeweils die Fouriertransformierte §f der Funktion f: R — C.

[ 1 fir|z| <1
V= { 0 fiir [z > 1
b) f(x) = xe*|1|
d) flx) = { sinfe) fir 0 <o <

-~ 1
©) f@) = =%

X
B f@) = oo
L('isung;
a) Fiir £ # 0 gilt
" L miea]' 2 L e ey o 5000
_ i€x . it 1 o
5f() /_16 dx—[_ige ]I_il—ig(e e )_2 :

Fiir £ = 0 ist

b) Definitionsgemaf gilt fiir alle £ € R

o0 00 0
$f(&) = / e () da = / ze e dy 4 / zee T dy
0

—00 —00

Wegen [ ze®® dz = z2e®%/a — [ e*%/adr = xe®/a — e**/a? erhilt man fiir ¢ > 0

c . c . —z(144€) —z(144€) ¢
/ re Te €T o — / we—x(1+z§) dr = I:l‘e — — ¢ . 2:|
0 0 (144  (1+i€)? ],

cefc(1+i£) e*C(]ﬁi’if) 0 1 oo 1
_<—(1+i£)_(1+i£)2>_< _(1+i§)2> (1+i€)?”
wobei man |e~¢(1+%)| = ¢=¢ beachten muss. Fiir das zweite Integral ergibt sich analog
ffoo 2e®(1=1) dg = fooo(fT)e_T(l_if) dr = —(1 —i¢)~2, d.h. wir haben

_ 1 L _ (- —(1+ig)*  —4ig
$f(&) = (1+i€)2 - (1—i€)? - (14 £2)2 o (1+4¢&2)2°




Alternativ: Da x — xe~ 1l absolut integrierbar ist, ist §{e~1*I} differenzierbar und fiir
jedes € € R gilt

jg{e-x}@ = §{(—iz)e 1y (€) = —ig{ae}(€)

bzw.
|| A Bsp.in234 . d 2 —4i

c¢) Wegen cos(z) = 3(e + e*), z € R, ergibt sich fiir jedes { € R

/2 . 1 w/2 .
$r(8) = / =67 cos(z) dr = / (1087 | =i+0)7) gy
—7/2 2 —r/2

Fiir £ # +£1 bekommen wir

. e1=9) 1 —i(1+€) i
§1(6) = [ T T L__m
1 0-95 _ -i0-05) _1__1 —i(14+6) 5 _ Li(1+6)F
2 —£) ( 2 2) i1+ 9) (e 2 —¢ 2)
1 11 S
— —i£Z 'L§ L1 7 er gex
T 21— ( P te ) 21+€( e "2 —¢ 2)
_ 3049 + ) - 41 - g F - i)
1—¢2
B 2%(6*1'5% -}-eifg) _ 2COS(§%)
1-—¢&2 1—¢

Im Fall € =1 ist

L[ : Ir 1 172
Sf(l) = 2/ /2(1 + 6—2193) dr = g + 5 |:7 6—21x} _

und fiir £ = —1 gilt

d) Ist

g(x)::{cos(x) fir -5 <2<7 (z €R)

gesetzt, dann gilt fiir alle 2 € R (vgl. Additionstheorem des cos)

oo —mj2y =) Cosl@=5) fir —F<o-F<f_ [sin(r) fir0<a<n
0 sonst 0 sonst

= f(@).



Es folgt fiir alle £ € R

F1(€) = Flgle — 5)}(E) = e *3F9(6).

Gemaéf ¢) gilt fiir £ # +1

—igz —i EQCOS(EQ _iex [ 4 T 1
B16) = e EF0(0) = e TS = (¢ )
L 1
= (1 +e 5) e
und
Fr(1) =e " 2Fg(1) = —i -,
§I(-1) = DI =i D
Fiir jedes z € R gilt
I U S
IO = s~ wropr1 Y@ T2
mit .
g(z) := 1122 (x € R).

Wir berechnen zunéchst §¢g und argumentieren zur Bestimmung von §f mit der Ver-
schiebungsregel der Fouriertransformation.

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass fiir die Funktion h: R — R, h(x) := eIl gilt

2

Sh(¢) = Tre

e

Gesucht ist also Fg = %3{3h} h ist stetig, beschriankt und absolut integrierbar. Ferner
ist §h absolut integrierbar, denn [*_|Fh()|dé =2 [3° ﬁ d¢ = 21im,_, o [arctan €] =
. Damit sind die Voraussetzungen der Fourierinversionsformel fiir h erfiillt. Diese be-
sagt

h(x) = L /°° e Fh(€) dé = %%{Sh}(—x) fiir jedes x € R.

—0o0

Zusammenfassend haben wir
59(6) = 5 3ENHE) = g 2nh(-§ =me T =mel,  geR (3)

Schliefllich liefert die Verschiebungsregel

5F(O) = §lglz +2)}(&) = e S DFg(e) Y re¥ell cer



f) Fiir jedes z € R gilt

T —2x 1
5 gl(.’,U) 9

f(z) = _— =
VT i1 2@ 12 2

wobei g wie im e)-Teil definiert ist.

Da g stetig, differenzierbar und absolut integrierbar sowie ¢’ stetig und absolut inte-
grierbar ist, gilt

§1€) = 2 §0/(6) = 3 i€Fa(©) L~ igme.

Aufgabe 5

Berechnen Sie mit Hilfe von Aufgabe 4 a) und des Satzes von Plancherel

00 (12
/ sin 2(33) .
0 x

Losung:

Co 1 firfel<1 o e . .
Sei f(z) := { 0 fiir o] > 1 Wie in Aufgabe 4 a) gesehen, gilt fiir die Fouriertransformierte
von f

25“2@ fiir € #£ 0,
2 firé=0.

Wir verwenden den Satz von Plancherel: Ist f: R — C stiickweise stetig, absolut integrierbar
und gilt [ |f(2)]* dz < oo, so ist

o0 1 oo
| is@ra= o [ snere.
oo T ) oo
Fiir die oben definierte Funktion f sind die Voraussetzungen erfiillt; also gilt

1 o0 o'} 0o .+ 92
2= [rae= [T pwrar= o [ issera=2 [T

-1 —00 — —o0 62

bzw.

[0,

oo &

Da & — Sm;# eine gerade Funktion ist (denn Si?igf) = 8?2(5))2 = Sin;(g)), ergibt sich

o) '25 oo-2€
/00811152( )df_Q/O s1n€2( )df

und damit




