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LOsUNGSVORSCHLAGE zUM 1. UBUNGSBLATT

Aurcasg 1 (Usunc)

Seien n € N und A € K™, Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

a) Esgilt
Bild(A)* = Kern(A").

Hinweis: Ist V ein Vektorraum mit Skalarprodukt, so ist fiir M C V der Orthogonalraum
von M gegeben durch Mt ={veV:v L wVYweM)}.

b) Gilt (Ax|x) = 0 fir alle x € K", so ist
Bild(A) L Kern(A).

Hinweis: Ist V ein Vektorraum mit Skalarprodukt, so sind M,N C V orthogonal bzw.
M1IN:oVxeM,yeN:x1y.

LOSUNGSVORSCHLAG

a)

Wir zeigen zunachst, dass in jedem K-Vektorraum V fiir alle x e V
VyeV:(xly)=0=x=0

gilt.

Beweis: =: Wahle y = x, dann ist (x|x) = 0. Das ist nach Eigenschaft (53) (vgl. Abschnitt 15.1
der Vorlesung) nur fiir x = 0 moglich.

&: Sei y € V beliebig. Es gilt (0y) = (v —yly) = (vly) - (vly) = 0.

Nun gilt:

x€Bild(A)* & VzeBild(A): (x|z)=0
& VyeK": (x|Ay) =0

: (
D (A'x[y) =0

& VyeK”

Die letzte Aussage ist nach Obigem adquivalent zu A*x = 0. Dies ist wiederum aquivalent zu
x € Kern(A®).

Seien y € Kern(A) und z € Bild(A) beliebig. Es ist (z|y) = 0 zu zeigen. Da z € Bild(A), existiert
ein x € K" mit Ax = z. Es gilt:

yeKe_rn(A)

(Ax|y) = (Ax +0[y) (Ax+Ayly) = (A(x +p)|lx +y — x)

= (Al +9)l(x+9) - (Ax + Aplx) 25 (Ax + Aplr) P E (Ax)

(zly)

Voraus.

0



AuUrGABE 2 (TuTORIUM)

Sei V ein KK-Vektorraum mit Skalarprodukt (:|-). Weiter seien Vektoren v, w, uy,...,u,,,vy,...,v, €
V sowie Skalare ay,...,a,, f1,..., py € K (n,m € IN) gegeben. Zeigen Sie, dass

m n mon
[Z%‘M Zﬁﬂ/j] = Zzaiﬁ_j(uilvj)
i=1 j=1 i=1 j=1
Sei {vy,...,v,} nun eine Orthonormalbasis von V. Beweisen Sie die Formeln
a) (vhw) = LI (vlvg) (wlvy).
b) (vlv) = LI, (vlvi).

LOSUNGSVORSCHLAG

Durch die Eigenschaften des Skalarprodukts ist die erste Formel leicht einzusehen, den rigorosen
Beweis liefert eine kleine Induktion. Wir zeigen zunachst, dass fiir m € N und u € V beliebig

[iai”ilu]: iai(”ilu)'
i1 ioT

Induktionsanfang (m=1): Auf beiden Seiten der Gleichung steht exakt derselbe Ausdruck.
Induktionsschritt: Die Formel gelte fiir ein m € IN (IV). Dann folgt

m+1 m
(S2)
[ E a;u; |u] [ E Qi+ QUi | = E aiui|u]+am+1 (Umy1lu)

= i=1

m+1

m
v
= Z (uilu) + i (g u) = Za uilu)
i=1

Nun folgt mit dieser Formel und (S1), dass

[gaiuﬂgﬁij = iai[ui|2ﬁjvj] (81 iai[i’ﬁﬂ}jmi]
:iaiiﬁ] |M ZZOL ﬁ] |u S: i al (s |v)

i=1  j=1 i=1 j= i=1 j=1

Ist {vy,...,v,, nun eine Orthonormalbasis von V, so lassen sich v,w € V schreiben als

n n
v= Z(vlvi)vi, w= Z(wlvj)v]
) j=1

Mit Hilfe der bewiesenen Formel ergibt sich nun



=
N
N

N

Aurcask 3 (Usuna)

Sei (G, 0) eine Gruppe. Zeigen Sie:

a) Das neutrale Element e ist eindeutig bestimmt.
b) Das zu a € G inverse Element a~! ist eindeutig bestimmt.
)

¢) Sind a,b € G, so lassen sich die Gleichungen ax = b bzw. xa = b eindeutig durch x = a~'b
bzw. x = ba~! 16sen.

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Seien e und € zwei neutrale Elemente von G. Dann gilt
e=eé=¢.
b) Seien a~! und a1 zwei inverse Elemente zu 4 € G. Dann gilt
al=gle= a_la;T = eF = F

c)

Verkniipfen wir die erste Gleichunge von links und die zweite von rechts mit b=}, so ergibt sich

(b la)x=e, x(ab™') =e.

Prinzipiell gilt: Ist g~! ein linksinverses (¢~'g = e) oder rechtsinverses (g¢~! = e) Element von
g € G, so ist ¢! bereits das Inverse Element von g. Um dies zu zeigen, sei g~! linksinvers zu g
(rechtsinvers analog). Dann ist g~ auch rechtsinvers und somit invers zu g wegen

-1,-1 -1,-1 _

gg ' =egg = (g ) g gg =g ) gl =g ) leg = (g7 g =

Deshalb ist x im ersten Fall das Inverse von b~!a und im zweiten Fall das Inverse von ab~!. Es
gilt
(b la)a'b)y=b Y aaYb=b"b=e¢,

(ba HYab V) =b(ata)b =bb7! =e.

Nach b) sind Inverse eindeutig bestimmt, womit die Behauptung folgt.



AuUrGABE 4 (TuTORIUM)

Es sei
1 a b
G:={|0 1 c||ab,ceR}.
0 0 1

Zeigen Sie, dass G versehen mit der Matrizenmultiplikation eine Gruppe ist.

LOSUNGSVORSCHLAG

Fiuri=1,2,3seien a;,b;,¢; € Rund

1 a; bi
A;=10 1 ¢|eG.
0 0 1

Zunichst muss gewahreistet sein, dass die Matrixmultiplikation zwei Elemente aus G wieder auf ein
Element aus G abbildet. Es gilt

1 a+ap b1+b2+a1C2
Al'AZZ 0 1 C1+Cp e G.
0 0 1

Fir die Assoziativitat (G1) berufen wir uns auf Satz 14.16 aus HM1, der besagt, dass die Matrizen-
multiplikation assoziativ ist. Wir konnen es aber auch nachrechnen und erhalten

1 ayp+ap+as b1+b2+b3+a162+a1c3+a2c3
0 1 C1+Cr+cC3 :Al'(Az'A3).
0 0 1

(A1 -Aj)-Asz =

Das Inverse Element (G2) ist gegeben durch die Einheitsmatrix, welche in G liegt. Daran, dass jedes
Element in G in seiner Zeilenstufenform vorliegt, erkennen wir, dass dazu ein Inverses bezuglich
der Matrizenmultiplikation existiert. Es bleibt zu zeigen, dass dieses Inverse auch in G liegt. Wir
berechnen, dass

1 a b|1 0 0 ]+ j+ 1 a 0|1 0 -0 j+
01 c|0 1 0 (=) |0 1 0|0 1 -c¢ «(—a)
0 0 1]0 01 (=b) 0 0 110 0 1
1 0 0|1 —-a ac-b
~|0 1 0|0 1 -c |,
0 0 1]0 O 1

womit die rechte Seite, ein Element aus G, das Inverse der Anfangsmatrix ist.

Avurcase 5 (Usung)

Es sei V = P[-1,1] der Vektorraum der reellen Polynomfunktionen auf [-1,1] und p,, € V
definiert durch

pm(x) =x"

fiir alle m € N und x € [~1,1]. Ferner sei die Abbildung (-|-) : V2 — R gegeben durch

1
(plg) = L —p(ﬁf)f(yyz) dy



fur alle p,q € V. Zeigen Sie, dass durch (-|-) ein Skalarprodukt auf V definiert ist und wenden
Sie das Gram-Schmidt-Verfahren bezuiglich (-|-) auf {pg, p1,p,} an.

LOSUNGSVORSCHLAG

Dass die Abbildung (-|-) wohldefiniert ist, liegt daran, dass jedes reelle Polynom auf [-1, 1] nach oben
und unten beschrankt ist, wodurch

0
(plg)l<C f d = hm dx+ hm
b a a
x=—t .
lim dt + lim d 2 lim d
b—1-Jg V1 —1t2 a—1-Jo 1 _y y= a—1-Jo 1 _yZ y

=2C lim [arcsin (y)]yzg =2 lim arcsin(a) = Cnt
a—1- y a—1-
Somit ist das uneigentliche Riemannintegral nach dem Majorantenkriterium konvergent. Die Sym-
metrie (S1) der Abbildung ist nun sofort klar, ebenso wie die Linearitat (S2) nach der Linearitat des
Integrals. Die Positivitat (S3) folgt aus Aurcase 59 b) (HMI), da der Integrand in (p|p) positiv und
nicht konstant Null ist, wenn p nicht das Nullpolynom ist.
Nun verwenden wir die Notation aus Abschnitt 15.2. Es gilt

SO

(Polpo) f 1 \/—

Also ist by(t) = \/LE fur alle t € [-1,1].

Ferner ist

(pilby) = —=
P119¢ _\/%—IW

Nach der ersten Rechnung dieser Aufgabe konvergiert das uneigentliche Integral in (p;|b;) nach dem
Majorantenkriterium. Da der Integrand punktsymmetrisch ist, gilt (p;|by) = 0. Des Weiteren ist

pil fo i dx+ li
m
P1 pl 2 b~> 1+ \/1 _ a—1- ,/1 _
__ a ¢ arcsinl(a : t t
= 2 lim Y dy " 3 lim sin () cos(t) )dt
a-l=Jo J1-92 7 L_cosr) 421-Jo cos?(t)
arcsin(a) H 3
- 2lim sin®(t) dt a“‘é“atzzf sin2(f) dt TM2AT T
a—1— 0 0 2

In Aurcase 57 wurde das Integral uiber die Potenzen des Kosinus behandelt, durch die Symmetrie

gelten fiir den Sinus jedoch dieselben Werte. Also ist by (t) = \/%t fur alle t € [-1,1].

Ferner ist
\/E

<wwijly - Ll
pzo_ﬁ_lmy \/—plpl )




und

(p2lby1) =

Wie bei (p1]bg) sieht man, dass (p,|b;) = 0 gilt. Fur alle ¢t € [-1,1] gilt also

c2(t) = pa(t) = (palbo) bo(t) — (palby) by () = > — %

Des Weiteren ist

2 1)\2
(calcr) = Jl —(3/ _7) dy = J %L
-1 Y1-p? - v -2
1 y4 4 -
- J-l W —(p1lp1) + P0|P0 J \/_ T
sowie
1 })4 0 4
d = li dy + li
[ = am ] ameeim [ s
>0
a arcsinla .
x_:t 2 lim v dy y= s1n(t) 2 lim sin (t)COS(t) dt
a=1=Jo /1 -92 jy—cos(t) a=1-Jo cos?(t)
arcsin(a) o
= 21lim sin4(t) dt Haugsat22jzsin4(t) g AMLAS7 370
a—1 0 0 8
also
(calea) = =

TC

Somit ist b,(f) = \/E(zﬂ 1) fiir alle £ € [-1,1].

AUFrGABE 6 (TuTORIUM)

a) Berechnen Sie eine Orthonormalbasis von U = lin({v{,v,,v3}) C IR°, die Orthogonalprojek-
tion Px von x auf U, sowie den Abstand d(x, U) = mincy [|x - || mit

1 2 0 1
1 0 0 2
vy =|0], wvp=|1|, wvz3=|1], x=|3
1 1 1 4
0 0 0 5

b) Losen Sie AurGaBe 5 mit dem (bekannten) Skalarprodukt (plq) = f ply



LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir berechnen mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens (vgl. Abschnitt 15.2 der Vorlesung) ein
Orthonormalsystem B = {by, b, b3}, welches U erzeugt, wie folgt:

_"n
= —=
[l |l
c
¢ = vy — (valby)by by = —=
lleal
C
c3 =v3—(v3|by)by — (v3|b2)by b = 3
llesll
Es gilt:
1
1 1
v = 12+12+12:\/§ :b - 0,
gl = V 2 1
311
0
2 1 1
1 3 o |1]| [-1
(alby) = —=(1-241-040-1+1-140-0)=—= = =[1|-|0[=|1],
\/g \/§ 1 1 0
0 0 0
1
1 -1
Il =V3  =b=—| 1],
3o
0
0 1 1 )
0 1 -1 0
1 1 1 1 1
(V3|b1):—'(v3|bz)=— =c=|1|-=|0|-=|1|==| 2|,
V3 V3 1TENEIRER
0 0 0 0
-1

le ||—\/12—\/Z— 2, 1]
31— 9_ 3_\/5 3 — 3 )
0

Nach Abschnitt 15.8 der Vorlesung ist die Orthogonalprojektion Px gegeben durch:
Px = (x[b1)by + (x[b2)bs + (x|b3)bs

Wir berechnen:

R L e



Es folgt:

1 1 -1 3
71 27 6] O 1)
Px = 5 0+ 5 1 |+ g 1|= g 8
1 0 1 13
0 0 0 0
Schliefllich ist nach Abschnitt 15.8 der Vorlesung:
d(x,U) = min||x - y[| = ||x — Px||
yeU
Wir berechnen:
1 3 0
2 5 1
1 1 V228
x—Px=13 -3 8|1==111|, |x — Px|| = 3 ~ 5,03
4 13 -1
5 0 15

Wieder mit der Notation aus dem Abschnitt 15.2 der Vorlesung gilt:

1
(Polpo) = J ldy=2
-

Also ist by(t) = L?_ fiir alle t € [-1,1].

<‘

Ferner ist

1 1
by) = — dy = 0.
(p1lbo) \/ELZJ vy

t=1

1 3
_ 2 4 _|Y _2

t=—1

Des Weiteren ist

Also ist by (t) = \/gt fur alle t € [-1,1].

Ferner ist
1 ! V2 \F 1
by) = — 2dy=— und by) = —J Sdy=o.
(p2lbo) \/ELy V=3 (p2lb1) > _ly Y
Also ist )
c2(t) = pa(t) = (palbo) bo(t) = (palby) by (t) = 2 = 3

fur alle t € [-1,1] und wegen

1 2 1
1 2 1 2 4 2 8
2 4 2
(e2le2) L(y 3) Y Ly 3 T TET 99T 55

ist by(t) = \[ 4 (£2 - § ) fiir alle £ € [-1,1].



