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Aurcask 16 (Usunc)
Betrachten Sie

L
2 0 \/51
A=|0 2 v
4 _ L 2
V2 V2

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A und geben Sie eine orthogonale Matrix S an, so dass
S~ AS Diagonalgestalt hat.

b) Bestimmen Sie eine Matrix W € R¥® derart, dass W? = A gilt.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir berechnen das charakteristische Polynom (vgl. Satz 18.2 der Vorlesung). Fiir alle A € C gilt:
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Nach Satz 18.2 der Vorlesung sind die Eigenwerte von A gerade die Nullstellen von p4, also
1,2 und 3.

Nach Satz 18.1 der Vorlesung ist fiir jeden Eigenwert A von A der Eigenraum E,4(A) gegeben
durch

Ex(A) =Kern(A — AlL3).
Wir berechnen diese mit Hilfe des Gauflalgorithmus und des (—1)-Tricks:
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Alsoist E4(1) = lin{vy} mit
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Also ist E4(2) = lin{v,} mit

l[vall
0
* EA(3)
1 1 1
-1 0 5 (F) 1D (10 -5 1o -
0o -1 --L |-(-1) ~|0 1 L (%) ~lo 1 L
V2 V2 ] V2 NG
L -1 -1 . 0 -+& -3 . 00 0
VoV Vi

1 1
V2 v 2
3 1
V3 = - L bZW.b3: =| "7
V2 llvsll | o
1 V2

Nach Satz 18.8 der Vorlesung sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von sym-
metrischen Matrizen immer orthogonal zueinander. Die normierten Vektoren by, b;, b3 bilden
deshalb die orthogonale Matrix

|—
Nl
|—

S =(by,by,b3) =

o 55

Sl
S
N N



Es gilt
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b) Definiere

1 0 0

D'=[0 V2 o0

0 0 V3

sowie W = SD’ST. Dann ist in der Tat

Ww2=(sD’sT)?=sD’ sTs D’ST =sp’'D’ST = 5(D’)?ST =sDsT = A.
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Ausrechnen liefert:
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AurGase 17 (TuTtorium)

Betrachten Sie

1 -1 1 3

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B und geben Sie eine orthogonale Matrix T an, so dass
T~'BT Diagonalgestalt hat.

b) Berechnen Sie B fiir alle k € N.

LOSUNGSVORSCHLAG

(a) Wir berechnen das charakteristische Polynom (vgl. Abschnitt 18.2 der Vorlesung). Fiir alle A € C
gilt:
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Nach Satz 18.2 der Vorlesung sind die Eigenwerte von B gerade die Nullstellen von pg, also 0

und 4.

Nach Satz 18.1 der Vorlesung ist fur jeden Eigenwert A von B der Eigenraum Eg() gegeben

durch

Eg(A) =Kern(B — Aly).

Wir berechnen diese mit Hilfe des Eliminationsverfahrens nach Gaufl und des (-1)-Erganzungs-

tricks:
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Also ist Eg(4) = lin{q>, 43, 4} mit
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Dann ist auch Eg(4) = lin {v,, v3, v4}.

Nach Satz 18.8 der Vorlesung sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von symmetri-
schen Matrizen immer orthogonal zueinander. Wir brauchen also nur den berechneten Erzeuger
v5,V3,v4 von Eg(4) dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren zu unterziehen:

Die ersten beiden Vektoren sind bereits orthogonal und miissen nur noch normiert werden:
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Ferner berechnet man
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gilt dann
B=TDTT

nach Satz 18.8 der Vorlesung.



(b) Es gilt fiir alle k € IN:

B =(rpTTY*=TDT'TDT'---TDT ! = TDFTT
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Wegen DF = 45-1D folgt:

B = T4k 1DTT = gk-1TpDTT = 4*-1p

Avurcase 18 (Usung)

a) Sei a € R. Untersuchen Sie die Matrix

1 -2 0
-2 8 «a
0 a 1

auf Definitheit.

b) Seien

A=

1 2 3 1 17 16 15
3 45 und B:E 9 8 7
56 7 B 0 «a

ahnliche Matrizen. Finden Sie die moglichen Werte von a, f € R.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir versuchen die Eigenwerte der Matrix A, abzuschdtzen. Fir alle A € C gilt:

1-12 =2 0
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TET (1= N)E- (1= A) 41 =N a1 =)
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= (1-)(A>-9A+4-0a?)

Daraus lesen wir ab, dass A; = 1 ein Eigenwert von A, ist fir alle @ € R. Also ist A,, nach
der Charakterisierung im Abschnitt 18.12 der Vorlesung, nie negativ (semi-) definit. Die zwei
anderen Eigenwerte von A, sind die Nullstellen des Polynoms 1> — 9 + 4 — a? und somit

gegeben durch
9++/81—4(4-a?) 9—/81-4(4-a?)
Ay = A3 =
2 2
Wegen A, > 0 bestimmt nur das Vorzeichen von A3 die Definitheit von A,. Ablesen liefert: ist
la| < 2, s0ist A3 > 0 und damit A, positiv definit. Ist |a| = 2, so ist A3 = 0 und damit A, positiv

semidefinit. Ist schlieflich |a| > 2, so ist A3 < 0 und damit A, indefinit.

Die Spur und die Determinante einer Matrix sind invariant unter einer Ahnlichkeitstransfor-
mation. Sind A und B also dhnlich, so haben sie dieselbe Spur und Determinante. Es gilt
_17+8+a 25 «

Spur(A)=1+4+7=12, Spur(B) = — =5 + 5



Somit konnen A und B nur dhnlich sein, wenn a = -1 gilt. Zudem gilt
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womit § =1 gelten muss. Da dies die einzige Moglichkeit ist, sind die Matrizen nach Aufgaben-
stellung fiir a = -1, f = 1 ahnlich.

AurGase 19 (Tutorium)

Bestimmen Sie die Eigenwerte und zugehorigen Eigenraume von

22 -2 -4 1 10
4 16 -4 und B=12 0 2|.
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A=

Welche algebraischen und geometrischen Vielfachheiten haben die Eigenwerte? Welche Matrix
ist diagonalisierbar? Ermitteln Sie, falls moglich, regulare Matrizem S, bzw. Sp so, sodass
S;llASA bzw. SngSB Diagonalgestalt hat.

LOSUNGSVORSCHLAG
Fur die Matrix A gilt
1—1
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= (18- A)((20 - A)(16—A)+4) = (18— A)(A2 =361 +324) = (18 — 1)°.

Somit ist A = 18 der einzige Eigenwert von A. Er hat die algebraische Vielfachheit 3. Nach Vorlesung
ist der Eigenraum E,4(18) gerade Kern(A — 18I3). Um diesen zu berechnen, betrachten wir
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Mit dem (—1)-Trick ergibt sich
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Der Eigenwert 18 hat somit die geometrische Vielfachheit 2. Da diese nicht mit der algebraischen
Vielfachheit ibereinstimmt, ist A nach Satz 18.6 nicht diagonalisierbar, das heifit die geforderte
Matrix S, existiert nicht.

Fur die Matrix B gilt
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Somit sind die Eigenwerte von B gegeben durch 1, V2 und —V?2, jeweils mit algebraischer Vielfachheit
1. Fur die Eigenrdume berechnen wir Kern(B — AI3), wobei A die drei Eigenwerte seien. Es folgt
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Mit dem (—1)-Trick folgt, dass
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Die geometrischen Vielfachheiten der drei Eigenwerte sind dementsprechend auch 1. Somit stimmen
diese mit den algebraischen Vielfachheiten tiberein und B ist diagonalisierbar. Laut Vorlesung (nach
Satz 18.6) erhalten wir eine Matrix Sg, indem wir die Eigenvektoren als Spalten benutzen. Sg ist also
beispielsweise gegeben durch

1 V2 -2

Sp=|0 2-v2 2+2
-1 -1 -1
Es gilt dann
1 0 0
Sz'BSp=|0 V2 0
0 0 -V2
Aurcase 20 (Usung)

Seien n € N und A, B € K'™". Man nennt A und B simultan diagonalisierbar, falls es eine regulare
Matrix S € C"™" gibt, so dass sowohl S~'AS, als auch S~!BS Diagonalgestalt haben. Zeigen Sie:

a) Sind A und B simultan diagonalisierbar, so gilt AB = BA.

b) Gilt AB = BA und haben uiberdies alle Eigenwerte von A die algebraische Vielfachheit eins,
so sind A und B simultan diagonalisierbar.

Hinweis: Man kann ebenfalls zeigen, dass A und B simultan diagonalisierbar sind, falls AB = BA gilt
sowie A und B diagonalisierbar sind.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Gelte nach Voraussetzung etwa A = SD; S™! bzw. B = SD,S~! Diagonalmatrizen D;, D, € C"™".
Es folgt:

AB=SD, $"'sD,5'=sD,D,5' =SD,D;5"' =SD, S!S D,57! =BA
N—— SN——

I, I

b) Nach Abschnitt 18.3 der Vorlesung gilt fiir jeden Eigenwert A von A
1 <mg(A) <my(A) <mn,

wobei mg(A) bzw. m,(]) die geometrische bzw. algebraische Vielfachheit des Eigenwertes
bezeichnen. Nach Voraussetzung ist also mg(A) = m,(A) = 1 fur jeden Eigenwert A von A. Nach
Satz 18.8 der Vorlesung ist also A diagonalisierbar. Seien etwa by,..., b, linear unabhangige
Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay,..., A, von A. Wegen mg(A;) =1 fur alle j € {1,...,n}, ist
Ea(A)) :lin{bj} fiir alle j € {1,...,n}.

Mit der Voraussetzung der Vertauschbarkeit folgt

also Bb; € E4(A)) fur alle j € {1,...,n}. Wegen dim(E4(A;)) = mg(A;) = 1, existiert ein p; € C
mit Bb; = p;b; fur alle j € {1,...,n}. Damit sind die Eigenwerte von B gegeben durch py,..., p,
mit den Eigenvektoren by,...,b,. Mit S = (by,...,b,) haben sowohl S™'AS, als auch S~!BS
Diagonalgestalt.



AuUrGABE 21 (TuTorIUM)
a) Seien B € R, n € N. Untersuchen Sie die Matrix

71 1

3 3[3 3/3
—_|1 4 4

Bg=|3 3+3 3-3

101 8 1,

3 3 2 3 2

auf Definitheit.

b) Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie ihre Antwort.
(i) Ist A€ R™" und ) € C ein Eigenwert von A, so ist auch A ein Eigenwert von A.

(ii) Ist A € R™" und A € R ein Eigenwert von A, so existiert ein reeller Eigenvektor
x € R"\ {0} von A zum Eigenwert A.

(iii) Sind A,B € C"™" und ist A € C ein Eigenwert von A sowie y € C ein Eigenwert von B,
so ist Ay ein Eigenwert von AB.

(iv) Ist A€ C™" und A € C ein Eigenwert von A, so ist A? ein Eigenwert von A
v) Ist A€ und n gerade/ungerade, so besitzt A einen reellen Eigenwert.
Ist A € R™" d g de/ g d besi A ei 11 E'g

(vi) Ist A € C™" unitdr und A € C ein Eigenwert von A, so gilt |A| = 1.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir bestimmen die Eigenwerte der Matrix Bg. Fir alle A € C gilt:
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Also ist sind die Eigenwerte von B gegeben durch f,2 und 3. Nach der Charakterisierung der
Definitheit im Abschnitt 18.9 der Vorlesung, ist Bﬁ indefinit fir g < 0, positiv semidefinit fiir
B = 0 und positiv definit fur g > 0.

b) (i) Die Aussage ist wahr. Sei x = (xy,...,x,) € C"\ {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. Mit
X =(x1,...,%,) € C"\ {0} gilt nun

AX = Ax = Ax = )%,
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(iii)

(vi)

womit X ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist. Die erste Gleichheit lisst sich dabei
einfach mit der Definition des Matrix-Vektorprodukts und der Tatsache, dass A reelle
Eintrage hat, nachrechnen.

Die Aussage ist wahr. Sei v € C" \ {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Ist Rev = 0, also
v = iw fur ein w € R"\ {0}, so ist iv ein reeller Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Ist
Rev #0,Soist Rev = @ ein reeller Eigenvektor zum Eigenwert A, denn nach a) ist neben
v auch 7 ein Eigenvektor zum Eigenwert A = A, somit auch Rew als Linearkombination
dieser beiden.

. . . 10 0 0
Die Aussage ist falsch. Seien etwa A = (0 0 0 1
Matrizen das charakteristische Polynom A(A — 1) und somit die Eigenwerte 0 und 1. Ein
mogliches Produkt zweier Eigenwerte ist somit 1, was jedoch kein Eigenwert von AB =0
ist.

und B = ( ) . Dann haben beide

Sei v € C"\ {0} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Dann gilt

A%y = A(Av) = AAv = 1?0,

womit v ebenfalls ein EBigenvektor von A? zum Eigenwert A2 ist.

Ist n gerade, so ist die Aussage falsch. Die Matrix A = ((1) _Ol) hat das charakteristische

Polynom A2 + 1 und somit nur die nicht-reellen Eigenwerte =i.
Ist n ungerade, so ist die Aussage wahr, denn das charakteristische Polynom ist reell und
hat einen ungeraden Grad. So ein Polynom besitzt mindestens eine reelle Nullstelle.

Die Aussage ist wahr. Fir unitdre Matrizen gilt (Ax|Ax) = (x|x). Sei A € C ein Eigenwert
von A und v ein zugehoriger Eigenvektor. Dann folgt

(wlv) = (Av]|Av) = (Av|Av) = AA(v]) = |AP(v]v).

Wegen (v|v) = ||v||> # 0 folgt |A]> = 1 und somit |}| = 1.
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