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HOuERE MATHEMATIK II FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOSUNGSVORSCHLAGE zUM 6. UBUNGSBLATT

Aurcask 28 (Usung)
a) Die Kurve y : (-1,1) — R3 sei durch

arcsin(t)
y(t) = t Vte(-1,1)
V1-12
gegeben. Ist y eine reguldre Kurve? Bestimmen Sie ihre Lange L()’) und naturliche Para-

meterisierung.

b) Sei f : R® — R definiert durch

2.2
f(x,9,2):= %: (x,9,2) € R3 \ {(0,0,0)},
'Y, 0, (x,9,2) =(0,0,0).

Bestimmen Sie alle (x,y,z) € R3 in denen f (partiell) differenzierbar ist.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Esgilt

t2 1

1
=] 1 bzw. (t :\/— 1+—— =2 0
Y1) t 2w Y Ol=\ 1z + 5 \/_mi

fur alle t € (-1,1). Deshalb ist y regular. Ferner gilt:
t
s(t):= J lly’(7)l| dT = V2 (arcsin(t) — arcsin(—1)) = \/E(arcsin(t) + %)
-1
fiir alle t € [-1,1]. Es ist also L(y) = s(1) = V2m. Die Umkehrfunktion s7! : [0, V2] — R ist

durch
ROE Sin(L - E) = —cos(L)
V2 2 V2

fiir alle t € [0, V27| gegeben. Die natiirliche Parameterisierung von y ist dann durch

t_n

V2
Vos—l(t) = y(—cos(é)) = —C(fs(\/LE)
sin(\%)



fur alle t € [0, \/57{] gegeben.

b) Behauptung: f ist partiell differenzierbar auf R und differenzierbar auf IR3 \ {(0,0,0)}.
Beweis: Sei (x,v,z) € R3\ {(0,0,0)}. Nach den Ableitungsregeln fiir skalarwertige Funktionen

gilt
af 2xy?z(x* + pt + 2%) - 4x5y22
ax(x,y,z)— (x*+p* +z4) ’
of _ 2xPyz(xt+ oyt 42t - dxPydz
a_y(xryrz)_ (x4+y +Z4)2 und
J x2p?(xt + pt 2 — dx? 224
9 (x,9,2) = ¥ ks )42 y
Jz (x4 +y%+24)

Diese partiellen Ableitungen sind stetig auf R® \ {(0,0,0)}. Damit ist f differenzierbar auf
R*\ {(0,0,0)}.
Seinun (x,y,z) =(0,0,0). Fur ¢ = 0 gilt

%(f(t, 0,0)- £(0,0,0)) =0 —0

fir t+ — 0. Somit ist %(O, 0,0) = 0. Analog erhalt man f(O 0,0)=0= %(O, 0,0). Insgesamt ist
damit f partiell differenzierbar auf R3.

Wir zeigen nun noch, dass f in (0,0, 0) nicht differenzierbar ist. Angenommen f ist in (0,0, 0)
differenzierbar. Dann gilt nach Satz 19.6, dass fiir h € R3\ {(0,0,0)}

hy
h2 —0
h3

_(of of of _
A= (ﬁ(o, 0’0)’a_y(0’ 0,0), 5-(0, 0,0)) =(0,0,0).

|2| [f(hl,hz,m) £(0,0,0)

fiir h — (0,0,0) mit

Zusammen mit f(0,0,0) = 0 ergibt sich lim f—(hl’ZZ'h3) = 0. Sei nun (h(n)) definiert
(hy,hy, h3) 0,00 neN

durch h" :=(L,1,1) fiir alle n € N. Es gilt h™ — (0,0,0) und

Fy A

= = 450
KM V3ul 3v3
fir n — oo, was lim f(hl’Zz’h3) = 0 widerspricht. Also ist f nicht differenzierbar in
(hy 1, h—3)—(0,0,0) Ml

(0,0,0).

AUFGABE 29 (TuToRrRIUM)
a) Die Kurve y :[0,27] — R? sei durch

cos(t)
y(t) = [sin(t)] Vte[0,2mr]
2t



gegeben. Ist y eine reguldre Kurve? Bestimmen Sie ihre Lange L(y’) und naturliche Para-
metrisierung.

b) Seien n €N, k € R\ {0} und f : R" — R definiert durch

lxl[*,x =0,
X) .=
f®) { 0 ,x=0.

Bestimmen Sie alle x € R” in denen f (partiell) differenzierbar ist und geben Sie, wenn
moglich, Vf an.

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Esgilt
—sin(t) 1 1
Y (t) = coz(t) bzw. ||y'(t)||:\/sinz(t)+cos2(t)+? :\/1+P 20
I

fur alle t € [0, 27t]. Deshalb ist y regular. Ferner gilt:

t
st | yode= 1o Ze

fur alle t € [0, 27¢]. Es ist also L(y) = s(2m) = 2Vn? + 4. Die natirliche Parameterisierung von y
ist durch

fur alle t € [0,2V7? + 4] gegeben.

Fur x = 0 gilt

womit f dort partiell differenzierbar ist mit

% i B '
ai.(x)zzxj(x%Jf---*‘xi)? V=oxjlxlF2 Vje(l,...,n).
j

Inx=0giltfurt=0
f(O+tej)=f(0) gk

t t

Somit existiert %(0) fir k < 1 nicht (fur k < 1 strebt der Ausdruck dem Betrage nach gegen
]

unendlich, fiir k = 1 ergeben sich unterschiedliche einseitige Grenzwerte +1). Folglich ist f fir
k <1 auf IR"\ {0} (partiell) differenzierbar, da alle partiellen Ableitungen existieren und stetig
sind. In 0 existiert keine partielle Ableitung, womit f nicht (partiell) differenzierbar ist.



Fur k > 1 existiert der obige Grenzwert fiir t — 0 und liefert g—{(O) =0.
]
o

k-2 k-2 k-1 =0
o Il < 2[IxllIx* = 2[lxl*~ — 0,

(x)| = 21l

womit alle partiellen Ableitungen auf ganz IR" existieren und stetig sind. In diesem Fall ist f
also auf ganz IR” (partiell) differenzierbar. Die Ableitung von f ist gegeben durch

B 2|Ix|[*2x ,x=0,
(Vf)(x)—{ 0 ,x=0 (fiurk>1).

Avurcask 30 (Usunc)
Betrachten Sie die Funktion f : IR?> — IR, welche durch
y3_x2y .
fag = [TE fir(e3)200)
0 fur (x,v) =(0,0)

fiir alle (x,v) € R? gegeben ist.
a) Zeigen Sie, dass f auf R? stetig ist.
b) Berechnen Sie fiir alle (x,y) € R? alle partiellen Ableitungen von f.
c) Sind die partiellen Ableitungen von f im Punkt (0, 0) stetig?

d) Bestimmen Sie die Richtungsableitung g—f(O, 0) fir jede Richtung v, fiir die das moglich ist.

Fur welche v gilt aJ;(O 0)=(Vf(0,0))

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Klar: f ist als Komposition stetiger Funktionen stetig in allen (x,y) # (0,0). Ferner gilt

X
v e W

3’
" P 2

= [y]

fur alle (x,) # (0,0). Deshalb gilt in der Tat limy ) (0,0 f (x,) = 0 = f(0,0). Also ist f stetig
auf R

b) Fir (x,y) # 0 gilt nach der Quotientenregel

d —2x(x? +p?) - (> —x?)2x 4xy3
—f(x,y)=y yz) (23/2 ! ) ZJzz
ox (x%+7v?) (x%+7v?)
bzw.
 (xp)= (3y° —x)(x* +9%) - (v° -x%p)2y _ y*+4xPy’ —x?
ay " (x2+32) S Py
Im Punkt (0,0) gilt hingegen
af 3 f(h,0)-f(0,0) .. 0-0
5200 = jim n = fim =~ =0



bzw.

[
ﬁ(o 0) = 1imw im 12

, = = =1.
a}} h—0 h h—0 h
c) Betrachte (xy, yy) := (%, %) — (0,0) fir k — oo. Es ist
o 4 of
’ — =-1 -
55 e ¥k = 4% 7 0=--(0,0).
Also ist 3—£ unstetig bei (0, 0).
Betrachte (xg, vx) = (%,0) — (0,0) fiir k — oo. Es ist
of & of
= (X pk) = - =—17L>1— =-(0,0).
oy +? e 9y
. of o
Also ist auch £ unstetig bei (0,0).
d) Seiv=(vy,vy)€ R?\ {0}. Nach Definition gilt:
9 (0,0) = tim LS U000 0 Ts%) 1y —vsty
v t—0 t =0 £3(vi +v;) vi+v)
Ferner ist (Vf)(0,0)-v = v,. Also gilt:
I 0 o _ vy~ Yy
5,0:0)=(V)(0.0v < m”’y
S v; —vzvy = v2vy ;
& xvy =0
< v=0vVy,=0

AurGase 31 (Tutorium)
Betrachten Sie die Funktion g : R*> — R, welche durch
sin(x3+93) ..
O
0 fur (x,v) =(0,0)

fiir alle (x,y) € R? gegeben ist.
a) Zeigen Sie, dass g auf R? stetig ist.
b) Berechnen Sie fiir alle (x,y) € R? alle partiellen Ableitungen von g.

c) Sind die partiellen Ableitungen von g im Punkt (0, 0) stetig?

d) Bestimmen Sie die Richtungsableitung %(O, 0) fur jede Richtung v, fur die das moglich ist.
Fiir welche v gilt %(0,0) = (Vg(0,0))- v?



LOSUNGSVORSCHLAG

a) Klar: g ist als Komposition stetiger Funktionen stetig in allen (x,y) # (0,0). Es ist [sin(x)| =
sin(|x|) fur alle x € [-7, 7]. Ferner gilt sin(x) < x fir alle x € [0, o). Es folgt

<2max{x,y}

—_——
: 3 3 : 3 3 3 3 3 3
sin(x” + sin( |x~ + X+ x|+
(2 Z) _ (I2 y D _ | i 312|S | |2 Iyzl < 2max(x, )
x2+y x2+7y x2+y X +7y
—_——
>max{x,p}?

fur alle (x,v) # (0,0) mit max{x,y} < 1. Wenn /x? + y2 = ||(x,y)|| = 0, so gilt sowohl x — 0 als
auch y — 0, somit auch max({x,y} — 0. Deshalb gilt in der Tat limy ) ,(0,0)§(x,¥) = 0 = g(0,0).
Also ist g stetig auf R2.

b) Wegen g(x,v) = g(v,x) fur alle x,y € R, reicht es aus, lediglich % auszurechnen. Es ist dann
%(x,y) = %(%3‘) fiir alle (x,y) € R?. Fiir (x,y) # 0 gilt nach der Quotientenregel

dg (x,7) = 3x%(x% + 322)cos(x3 + y3) —2xsin(x3 + y3)
ox YT (x2+p2)2

Im Punkt (0,0) gilt hingegen

dg _ .. 8(h0)—g(0,0) .. Sin(l/l?’)l’Hoipital . 3h?cos(h?) 3
00y LSO i Sy

c) Betrachte (x4, vx) := (0, %) — (0,0) fur k — oo. Es ist

1 dg

dJg
ﬁ(xk;?k) = Ok_4 =0A1= Z(O'O)'

Also sind % und % unstetig bei (0,0).

d) Seiv =(vy,vy) € R?\ {0}. Nach Definition gilt:

J tv) - ¢((0,0 sin(t2(v7 +vy))
Boo = g SgOO) sy
dv t—0 t =0 3 (v +vy)
I’'Hospital I 3t2(v£ + v;)cos(ﬁ(v;:‘ + 1/;)) v;:‘ + 1/;
= 1m =
t—0 3t2(vZ + v}%) v+ v§
Ferner ist (Vg)(0,0)-v = vy +v,. Also gilt:
ag ”Vg —H/;
==(0,0)=(Vg)(0,0)-v & ———==v,+v
20,0 = (V£)(0,0) T
S v£+v;:v§+v;+v§v},+vxv§
S —v,%vy = vxvf
o vu=0Vy,=0Vr,=-v,



Avurcask 32 (Usung)
Betrachten Sie die Funktionen f : D —» R* und g : E > R mit D = {(x,y) eR?: x,y> O} und
E= {(x,y,z) eR3:z> 0}, sowie
f(x,v) = (log(xy), cos(x* + ), &%) und 2(x,v,2) =" +yz+log(z)
a) Berechnen Sie die Ableitungen f’,g’".
b) Berechnen Sie mit Hilfe der Kettenregel die Ableitung (go f)’.

c) Berechnen Sie die Ableitung (go f)’, indem Sie g o f explizit berechnen und dann ableiten.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Da alle partielle Ableitungen stetig sind, ist f differenzierbar und es gilt fiir alle (x,y) € D:

ox a—y(x,y) % 31;
f(x,v) = %(x,y) %—J;f(x,y) =|-2xsin(x*+y) -sin(x>+7y)

0 7 X

Lxy) Ly ¢ 0

Ebenfalls ist g differenzierbar und es gilt fur alle (x,y,z) € E:

g’(x,y,z):(%(x,y,z) g—i(x,y,z) %(x,y,z)):(ex z y+%)

b) Fir alle (x,y) € D gilt
g(f(xy)=(xp e cos(x?y?)+e).
Dementsprechend ergibt sich mit Hilfe der Kettenregel
(gof)Y(xp)=¢(f(xv) f'(xy) = (y —2xe*sin(x? +y)+ 1 +e*cos(x? +y) x—e*sin(x? + y))
= (y +e*(cos(x? + ) — 2xsin(x? + 7))+ 1 x—e*sin(x? + y))
tur alle (x,y) € D.

c) Direkte Rechnung ergibt
(g0 f)(x,v) = xp +e* cos(x® +v) + x
fur alle (x,y) € D. Dementsprechend ist

4 d(go d(¢o
(gof)(xy) = (gxf) (gyf))

(y +e*cos(x? +y) - 2xe*sin(x? +y)+1 x—e*sin(x? + y))

(y +e¥(cos(x? +p) - 2xsin(x® +p))+ 1  x—e*sin(x? + y))

tur alle (x,y) e D.



AurGABE 33 (TuToRrRIUM)
Betrachten Sie die Funktionen f,g,h: R?> — R?, welche durch
floy)=(2%y?),  glxy)=(sin(xp)e™)  h(xy)=("cos(y) sinh(x))
fiir alle (x,y) € R? gegeben sind.
a) Berechnen Sie die Ableitungen f/,g’,h’.
b) Berechnen Sie mit Hilfe der Kettenregel die Ableitungen (go f)’,(ho g)".
c) Berechnen Sie die Ableitungen (go f)’,(hog)’, indem Sie go f bzw. ho g explizit berechnen
und dann ableiten.
LOSUNGSVORSCHLAG

a) Da alle partielle Ableitungen stetig sind, sind f, ¢ und h differenzierbar und es gilt fur alle
(x,v) € R?

Ly PLxy) _(2x 0)
Ly Pwy) 0 )

ex+y ex+y

9—},(9@3})] _ (y cos(xy) xcos(xy)

), sowie

B o, (x,9) %(X:V) _[eFcos(y) —esin(y)
~ | cosh(x) 0 '
b) Fiir alle (x,p) € R? gilt

, 2cos(x?y?)  x%cos(x?y? i
g (f(xy) = (y erEryQy ) e"z(ﬂ’z}) )), sowie

, B esin(x;u)cos(ex+y) —eSin(xy) Sin(ex+y)
g% y) _( cosh(sin(xy)) 0 '
Dementsprechend ergibt sich mit Hilfe der Kettenregel

, o , _(2xy?cos(x?y?)  2x*ycos(x?y?) _
(g0 f)(xy) =g (f(x,) f(xy)= ( 9 ey 2yex2+y2 , sowie

(hog)(x,y)=H(g(x,y)) &' (xp)
v cos(xy) cos(eXt¥)esin(XY) — eX+9esin(Y) 5in (eX*Y)  x cos(xy) cos(eXt?)esin(XY) — eX+Y sin(y) sin (pX+7)
y cos(xy)cosh(sin(xy)) xcos(xy)cosh(sin(xy))

fir alle (x,p) € R?.
c) Direkte Rechnung ergibt
(g0 f)xy) = (sin(x29?) e *’), sowie

(hog)(x,y) = (e5n¥) cos(e**¥) sinh(sin(xp))).



fiir alle (x,y) € R>.

Dementsprechend ist

a(gaof)l 9(g°f)1
(gof)(xy) = ]

x
dgof),  9(gof)s
ox dy

= (y +e*cos(x? +y) - 2xe*sin(x?> +y)+1 x—e*sin(x? + y))

= (y +e*(cos(x? + ) — 2xsin(x?> +y))+1 x—e*sin(x? + y)), sowie

dx dy

a(}:;g)l a(}:;gh
(ho8)'(%9) = dirog),  aog)s

_ [vcos(xp)esin(¥) cos(eXHY) — eS M) XY sin(eXtY)  x cos(xp)esin(Y) cos(eXtY) — eSINY) XY sin(eX*Y)
B y cos(xy)cosh(sin(xy)) xcos(xy)cosh(sin(xy))

tur alle (x,y) € D.



