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HOuERE MATHEMATIK Il FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOsuNGSVORSCHLAGE zuM 7. UBUNGSBLATT

Aurcask 34 (Usunc)
Betrachten Sie die Funktion f : IR?> — R?, welche durch

_ [cosh(x)cos(y)
flxy)= (sinh(x)Sin(y))

fiir alle (x,y) € R? gegeben ist.

a) Zeigen Sie, dass es eine offene Menge U > (log(2), ¥) und eine offene Menge V 5 (0,3)
gibt, so dass U durch f bijektiv auf V abgebildet wird. Berechnen Sie die Ableitung der
Umkehrfunktion in (0, %).

b) Zeigen Sie, dass f in jedem Punkt (x,y) € R? mit x > 0 lokal invertierbar ist, aber dass f
auf dieser Menge nicht injektiv ist.

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir berechnen vorbereitend fiir alle (x,v) € R2:

(%(X,P) afl( }’)]_(sinh(x)cos(y) —cosh(x)sin(y))

afz(x,y) ‘?9/;2( x,p)| \cosh(x)sin(y) sinh(x)cos(y)

a) Wir stellen die Voraussetzungen des Umkehrsatzes (19.11) sicher. Es ist in der Tat

f(10820.% )= (COShlog COS(;)):] (3)

sinh(log(2)) sm( I

Wir versuchen die Inverse von

zu berechnen:
Also ist f’ (log ) in der Tat invertierbar. Nach dem Umkehrsatz existieren die gesuch-
ten offenen Mengen U und V. Ebenfalls nach dem Umkehrsatz gilt fiir die Ableitung der
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Umkehrfunktion f~': V - U
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(f*l)’(o, Z) = (f*l)’(f(log(Z),%)) _ [f/(log(z)’%)]—l _

b) Es gilt nach obiger Rechnung

det(f’(x,v)) = sinh2(x)cosz(y) + coshz(x)sinz(y)
fiir alle (x,y) € R?. Wegen sin(y) =0 & yenZ und cos(y) =0 & y € n(% +7Z) werden die sin®
bzw. cos?-Terme nie gleichzeitig verschwinden. Also ist det(f’(x,y)) > 0 fiir alle (x,v) € R? mit
x # 0. Damit ist der Umkehrsatz tiberall anwendbar, d.h. f ist tiberall lokal invertierbar.
Wegen

cosh(x)cos(y + 27()) _ (cosh(x)cos(y)) - f(x,9)

floy+2m) = sinh(x)sin(y + 2m) sinh(x)sin(y)

fiir alle (x,v) € R? (mit x > 0) ist f nicht injektiv.

AurGABE 35 (TuTORIUM)
Betrachten Sie die Funktion f : R? — R?, welche durch

(2 + arctan(x))sin(p)
—e* cos(y)

fxy)=

fiir alle (x,p) € R? gegeben ist.

a) Zeigen Sie, dass es eine offene Menge U > (0, %) und eine offene Menge V 3 (V2,-¥2
gibt, so dass U durch f bijektiv auf V abgebildet wird. Berechnen Sie die Ableitung der

Umkehrfunktion in (\/5,——
b) Zeigen Sie, dass f in jedem Punkt (x,y) € IR? lokal invertierbar ist, aber dass f : R?> — R?

nicht injektiv ist.

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir berechnen vorbereitend fiir alle (x,v) € R%:

f(xy) = 28]2( '9) Zaj;( 9) :( Slliiyz) (2 +arctan(x)) cos(y ))
a_f;?(x’?) a_%(xyl’) —e* cos(y) e*sin(y)

a) Wir stellen die Voraussetzungen des Umkehrsatzes (19.11) sicher. Es ist in der Tat

f(o,%)— ((2+arctan(0)))s (4)] _[ \/é]

—e cos(%
V2
V2
2

Wir versuchen die Inverse von



zu berechnen:
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Alsoist f ’(0, %) in der Tat invertierbar. Nach dem Umkehrsatz existieren die gesuchten offenen
Mengen U und V. Ebenfalls nach dem Umkehrsatz gilt fiir die Ableitung der Umkehrfunktion

f—l V- ]) 24/2
(f_l)/(\/_,i) = (f 1)/(]( (01 4 )) |:‘ /( ! 4 )]1 [yZ (j]
) 3 3

b) Es gilt nach obiger Rechnung

sin’(y)e* 2

det(f’'(x,v)) = et e*(2 +arctan(x)) cos

fiir alle (x,y) € R?. Wegen sin(y) =0 &y € nZ und cos(y) =0 & y € n(% +7Z) werden die sin®
bzw. cos?>-Terme nie gleichzeitig verschwinden. Also ist det(f’(x,)) > 0 fiir alle (x,y) € R%.
Damit ist der Umkehrsatz tiberall anwendbar, d.h. f ist tiberall lokal invertierbar.

Wegen

=f(xy)

Fla,y+2m) = ((2 +arctan(x))sin(y + 27()) _ ((2 +arctan(x))sin(y)

—e*cos(y + 2m) —e* cos(y)

fiir alle (x,v) € R? ist f nicht injektiv.

AurGask 36 (Usung)
Essei D = {(x,y,z) ER®: (x+y+z>1)A(p+2z> —1)} und F : D — R definiert durch

F(x,v,2) = 1_’_llj_kz+log(x+y+z—1)

tur alle (x,y,2z) € D.

a) Zeigen Sie, dass eine offene Menge (\/LE,O) € U C R? und eine offene Menge 1 € V C R,

sowie ein g € Cl(U, V) existieren mit F(x,y,z) = 0 & z = g(x,p) fur alle (x,y) € U und alle
zeV.

b) Zeigen Sie, dass eine offene Menge L € U; C R und eine offene Menge 0 € U, C R, sowie

Ve
ein streng monoton fallendes g; € C!(U;,R) existieren mit g(x,v) = g;(x) — v fiir alle x € U;
und alle y € U,.



LOSUNGSVORSCHLAG
a) Klar: F € C}(D). Ferner gilt

1 1 1 11
F|—,0,1|= ————+log|—=+0+1-1 ——==0,
1+0+1 2 2

Ve Ve
sowie

F'(x,9,2) = (g—i(x,y,Z) gi(x,y,) %—i(x,w))

_ 1 1 1 1 1
- x+y+z-1 (1+y+2)? ~ x+y+z—1 (1+y+z)? =~ x+y+z—1

fur alle (x,y,z) € D. Insbesondere ist

9F 0,1 ! + ! %0
—, 0, = — = e— — .
dz \ e (1+0+1)2 #*0”‘1 4

Nach dem Satz uiber implizit definierte Funktionen (19.12), existieren U, V und g mit den
geforderten Eigenschaften. Aufierdem folgt

1 oF 1 JF 1 JF 1 1+ —
(—,0) = —(=—(——=,0,1)) 1 - (=(—=,0,1) =—(——=,0,1))=—|  4ve-1],
S 0 =G0 (G0 S0 =-(1 )
b) Fir die Ableitung g’ gilt
-1
, _ dg Jg ):_ 8_1: ) oF
g (xy) (ax(x y) 3% ( 5, (% 9:8(%7)) 7, y)(x;y;g(x,y))
_ 1 ( 1 _ 1 + 1 )
- 1 _ 1 x+y+g(x,y)-1 (1+y+g(x))? * x+y+g(xy)-1
(1+y+g(x,p))*  x+y+g(x,p)-1
- (e —1)
B (<1fy+gg(<x’,yy)>);*1
fur alle (x,y) € U. Wahle ¢ > 0 so klein, dass
(1 +s)>< —&,+e)=2U; xU,CU
’ = 1 2 =
Ve Ve

(dies funktioniert, weil U offen ist und (\/LE’ O) € U). Nach dem Hauptsatz der Analysis gilt fur
jedes x € Uj und alle y € U,

g(x,y)=g(x,0 J&y x,t)dt = g(x,0) -y

Setze g; (x) := g(x,0) fiir alle x € U;. Klar: g; € C1(U;) und g(x,y) = g1(x) — v fiir alle x € U; und
alle y € U,. Bleibt nachzuweisen, dass g streng monoton fallend ist. Betrachte dazu

, dg 1 1
1(x) = a(x,O) T Xt0+g(x,0)-1 B T g (-1
(1+0+g(x,0))? (1+g(x)?



S

Das Vorzeichen des Nenners ist wegen 1 < ve bzw. 1= < % negativ. Damit ist g’(i) <0.Da g

4ve Ve

stetig ist, lasst sich € nétigenfalls verkleinern, damit g’(x) < 0 fir alle x € Uy gilt. Also ist g in
der Tat streng monoton fallend auf einer offenen Menge \/LE e U;.

AurGaBE 37 (TuTorIUM)
a) Sei F:R® — R definiert durch

F(x,v,2) = 2> + 22> - 3xyz + x° - p°

fur alle (x,v,2) € R3. Zeigen Sie, dass eine offene Menge (0,0) € U C R? und eine offene
Menge -2 € V C IR, sowie ein g € Cl(U, V) existieren mit

F(x,9,2) =0 z=g(x,v)
fur alle (x,v) € U und alle z € V. Berechnen Sie g’.

b) Betrachten Sie die Gleichungen
Xy’ —ut+v2=0 und x?+292 - 3u’ +4v? =1

mit (x,y,u,v) € R*. Zeigen Sie, dass durch diese Gleichungen auf einer offenen Menge
(0,0) € U C R? zwei Funktionen u,v € C'(U) mit u(0,0) = v(0,0) = 1 implizit definiert
werden. Berechnen Sie u’(0,0) sowie v’(0,0).
LOSUNGSVORSCHLAG
a) Klar: F € C}(R%). Ferner gilt F(0,0,-2) = (=2)® + 2(-2)? = 0, sowie

F'(x,9,z2) = (g—i(x,y,z) g—i(x,y,Z) %(x,y,Z))

(—3yz +3x% -3xz-3y? 3z +4z- 3xy)

fiir alle (x,7,z) € R3. Insbesondere ist %(0, 0,-2) = 3(=2)? + 4(—2) = 4 # 0. Nach dem Satz iiber
implizit definierte Funktionen (19.12), existieren U, V und g mit den geforderten Eigenschaften.
Fur die Ableitung g’ gilt

OF 1 9F
g'(xy) = —(Z(x,%g(x;y))) -a(x,y)(x,%g(w))

1

- (-3yg(x,9)+3x* —3xg(x,p)—3y?
3g%(x,y) +4g(x,p) - 3xy (~3v8(x.y) g(x,y)-3y?)

tur alle (x,y) e U.



b) Definiere G : R* — R? durch

2,.2_ 2.2
G(x,y,u,v):( x?+p?—ul+v )

x%+2y? - 3u? +4v? -1

tur alle (x,y,u,v) € R*. Die Aufgabe besteht offenbar darin, die Gleichung G(x,y,u,v) = 0 in
der Nahe des Punktes (x,y,u,v) =(0,0,1,1) nach (u,v) aufzulosen.

Klar: G € C!(R*). Ferner gilt

G(0,0,l,l):( 0%2+02—(1)>+(1)? ):(0),

02+2-02-3-(1)2+4-(1)>-1) " \o
sowie
JdG G G G
, (%, y,u,v) a—yl(x,y, u,v) ZHxyuv) Xy uv)
G(xy,u,v) = |56, 96, G, JG,
W(x,y, 1/[,7}) 9—y(x,y, M,V) W(x,:l}, M,V) W(X,y, M,V)
2x 2y -2u 2v
2x 4y —6u 8v
fur alle (x,y,u,v) € R%. Versuche die (2 x 2)-Matrix (%au—Gv)(O, 0,1,1) zu invertieren:

JG -2 1 0\ —3 (=2 2 1 0|«
a(ulv)(0,0,l,l)llz) ~ (_6 0 1) . ~(0 5 3 1) j.u)

_2 4 -1 |-—l 1 0 -2
N(o _3 1)|~E%§)N(01 -3 )
-1

(u(%(o,o,m)) ]

Nach dem Satz uiber implizit definierte Funktionen (19.12) existiert eine offene Menge (0,0) €
U C R?, eine offene Menge (1,1) € V C R?, sowie ein g € C' (U, V) mit

N O oo N
[SIERSTE

G(x,y,u,v) =0 (u,v) = (81(x,9),&(x,9))

fur alle (x,y) € U und alle (u,v) € V. Fur die Ableitung g’ gilt

, [ aG B
g (x,y)——(a(ulv)(x,y,g(x,y))) 'a(x’y)(x,y,g(x,y))

fur alle (x,y) € U. Insbesondere gilt fur (x,y) = (0,0)

2 1
s00=(3 16 o)-(o of

Damit ist u’(0,0) = (0,0) = v’(0, 0).

Aurcask 38 (Usung)

a) Bestimmen Sie das zweite Taylorpolynom der Funktion f : R® - R, f(x,v) = xe* —y? in
(x0,%0,20) = (1,-1,0).



b) Bestimmen Sie alle Stellen lokaler Extrema der jeweiligen Funktion
¢:R* 5 R, g(x,v) =2x°-3xp+29° -3 VY(x,9) € R?

und entscheiden Sie, ob es sich dabei um Maxima oder Minima handelt.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Das zweite Taylorpolynom von f in x ist gegeben durch (h = (x —x(,y — vo,z — 2¢))
1
(Ta(f, (x0, 90, 20))(%,9,2) := f (x0,90,20) + B~ (V) %0, 0, 20) + 5 1" Hy (x0, 90, 20)h.

Fur f ergibt sich

e? 0 0 €7
(Vf)(x,v,2)=|-2p und He(x,9,2)=10 -2 0 [
xe? e 0 xe*

Somit folgt

1
f(x0,90,20) = 0, (Vf)(x0,%0,20) = [2
1

0 0 1
y Hf(XO,yo,Zo): 0 -2 0].
1

Damit ergibt sich (schreibe h = (x — x, v — v9, 2z — 2¢))

(To(f 5 (x0, Y0, 20))(%,9,2) = 0+ (x = x0) + 2(y —yo) + (2 —20) + %(—2(11 —90)* + (2= 29)% + 2(x — x)(z — 29))

1
=Ezz—y2+xz+x+2.

b) Klar: g € C%(IR?). Berechne g¢’. Es ist
’ ad 1%
g(x,y)= (a—i(x,y) a—i(x,y)) =(6x2=3y -3x+6y?)

fiir alle (x,y) € R?. Nach Satz 19.17 der Vorlesung ist g’(xg, o) = 0 eine notwendige Bedingung
fiir jede Stelle (xg, ) € IR? eines lokalen Extremums von g. Berechne diese kritischen Punkte:

g(xy)=0 o (6x°=3y=0)A(-3x+6y°=0) e (x=2y%) A (6x* =3y)
S (x:2y2)/\(24y4:3y)(:>(x:y:0)v(x:y:%)

Also sind (x¢,v9) = (0,0) und (xq,y;) = (%, %) genau die kritischen Punkte von g.

Berechne nun Hg. Es ist

9? 22
_ 8x§x(x’y) 9x8gy(x’y) _ 12x -3
Hsv9) =] org o’g -3 12
W(X’y) ayay(x;}/) Y

fir alle (x,p) € R2.



* Untersuche Hg(xg,90) =: A durch Bestimmung der Eigenwerte auf Definitheit: Das charak-
teristische Polynom p4 ist durch

-A -3

palt) =derta -t = |y 3

’:/\2—32:(/\—3)(/\+3)

fur alle A € C gegeben. Also sind +3 die Eigenwerte von A. Nach der Charakterisierung
aus Satz 18.12 der Vorlesung ist also A indefinit. Nach Satz 19.17 der Vorlesung hat g in
(x0,v0) kein lokales Extremum, sondern einen Sattelpunkt.

* Untersuche Hg(x1,y1) =: B durch Bestimmung der Eigenwerte auf Definitheit: Das charak-
teristische Polynom pjp ist durch

poh) = det(-ary =[° 73

3 6_/\':(6—/\)2—32:(3—/\)(9—/\)

fur alle A € C gegeben. Also sind 3 und 9 die Eigenwerte von B. Nach der Charakterisierung
aus Satz 18.12 der Vorlesung ist also B positiv definit. Nach Satz 19.17 der Vorlesung hat
g in (x1,y;) ein lokales Minimum.

AurGase 39 (Tutorium)

a) Bestimmen Sie das zweite Taylorpolynom der Funktion f : (0,00) x R > R, f(x,y) = x¥ in
(x0,30) = (1,3).

b) Bestimmen Sie alle Stellen lokaler Extrema der jeweiligen Funktion und entscheiden Sie,
ob es sich dabei um Maxima oder Minima handelt.

(i) g:R? >R, g(x,9)=xy+x—-2y-2 VY(x,p) € R?
(ii) h:R?2 >R, h(x,p) = (2x+2y+3)e ™" V¥(x,9) € R?

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Das zweite Taylorpolynom von f in x ist gegeben durch (h = (x —xo,v — vp))

(Ta(f (x0,90)))(x,9) := f(x0,90) + - (Vf)(x0,90) + %hTHf(Xo;Vo)h-
Fur f ergibt sich

1

@y [ ¥ 2r-y) x¥l(ylog(x)+ 1)
v ”"'”‘(—xﬂog(x)) und Hf""y"(xy—l<ylog<x>+1>  (log(x))2 )

Somit folgt
f(x0,%0) =1, (V)(x0,90) = (g) Hy(xo,90) = (? (1))

Damit ergibt sich (schreibe h = (x —x,v —v9))

(T2 (f, (x0,90))(%,9) = 1+ 3(x = x0) + %(6(%%0)2 +2(x = x0)(y ~y0)) = 3x° + 2xp — 12x =2y + 7.



b) (i) Klar: g € C*(IR?). Berechne g’. Es ist

gy =(Fwy) Lwy)=(p+1 x-2)

fiir alle (x,y) € IR?. Nach Satz 19.17 der Vorlesung ist g’(x,v9) = 0 eine notwendige
Bedingung fiir jede Stelle (x(, o) € R? eines lokalen Extremums von g. Also ist (xg,yg) =
(2,-1) der einzige kritische Punkt von g.

Berechne nun Hg(xo,y). Es ist

0? 92
= (x,) Wégy(x,y) (o 1
9%¢ 9%¢ =11 o

Hg(xf Y) =
dyox (x,y dydy (%, y)

fiir alle (x,v) € IR?. Untersuche Hgy(x0,99) =: A durch Bestimmung der Eigenwerte auf
Definitheit. Das charakteristische Polynom p, ist durch

-1 1

pA(/\)Zdet(A—/\Iz):' 1 2

':/\2—1:(/\—1)(/\+1)

fur alle A € C gegeben. Also sind +1 die Eigenwerte von A. Nach der Charakterisierung
aus Satz 18.12 der Vorlesung ist also A indefinit. Nach Satz 19.17 der Vorlesung hat f in
(x0,v0) kein lokales Extremum, sondern einen Sattelpunkt.

(ii) Klar: h € C*(R?). Berechne h’. Es ist
W(xp)=(5200y) Ghp))=2e"7 (1-x(2x+2y+3) 1-(2x+2p+3))

fiir alle (x,y) € R%. Nach Satz 19.17 der Vorlesung ist h’(xg,v) = 0 eine notwendige
Bedingung fiir jede Stelle (xg,7) € R? eines lokalen Extremums von h. Berechne diese
kritischen Punkte:
W(x,9)=0 & x(2x+2y+3)=y(2x+2y+3)=1
& (x=p0)A(x(2x+2x+3)=1)

& (x=yp=0)A(x +§x——:0)

o (x:y)/\(xe {—1,%})

Berechne nun Hj,. Es ist

o Th(xy) s(xy)
) = | 2y Zhny)
dyox 24 dydy 24

e 43 +4x2y +6x2 —6x -2y -3 4x?y+4xy?+6xy—2x—2y
4x%y + 4xy? + 6xy —2x -2y 4p® +4xy? + 697 - 2x - 6y -3



tur alle (x,v) € IR2. Insbesondere ist

(o) = 26318ﬁ+6ﬁ—8x—3 &ﬁ+6ﬁ—4x)

8x3 + 6x% — 4x 8x3+6x2-8x-3

fur alle x € R und

2 (3 2 1 (9 1
My = (3 3 wd mem =[] )
~— S~

=A =:B

* Untersuche A durch Bestimmung der Eigenwerte auf Definitheit: Das charakteristi-
sche Polynom py ist durch

3-4 2

pa =derta-an) =50 2

’:(3—/\)2—22 =(1-A)(5-1)

fir alle A € C gegeben. Also sind 1 und 5 die Eigenwerte von A. Nach der Charak-
terisierung aus Satz 18.12 der Vorlesung ist also A positiv definit. Damit ist auch
Hy(x0,v0) positiv definit. Nach Satz 19.17 der Vorlesung hat h in (x(,y,) ein lokales
Minimum.

* Untersuche B durch Bestimmung der Eigenwerte auf Definitheit: Das charakteristi-
sche Polynom pp ist durch

poh) = dex(-ary) = ° 1!

) 9_/\‘:(9—/\)2—12:(8—)\)(10—)\)

fur alle A € C gegeben. Also sind 8 und 10 die Eigenwerte von B. Nach der Charakte-
risierung aus Satz 18.12 der Vorlesung ist also B positiv definit. Damit ist Hy(x, 1)
negativ definit. Nach Satz 19.17 der Vorlesung hat 4 in (x;,v;) ein lokales Maximum.
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