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LOSUNGSVORSCHLAGE zUM 9. UBUNGSBLATT

Aurcask 46 (Usung)

Berechnen Sie jeweils das Kurvenintegral

J;f(x)- dx.

a) f(x,y)= (ZX;), y:[0,21] - R?, y(t) = (z?r?é;)))’

b) f(x,v)= (x 42 ) [0 n]—>1R2 y(t) = 41\9/;(;:15;()))_

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Es gilt nach Definition des Kurvenintegrals:

271 271
flx)-dx = fly dt_f (e<°5Msin®) cos(t)sin(t)) - (—sin(t), cos(t)) dt
Y 0 0

271 .

= J cosz(t)sin(t) - sin(t)ecos(t)sm(t) dt
0
1 =21 e 2n

= [——cos3(t)] —J sin(t)ecos()sin(t J sin(t)ecos(sintt) g
3 t=0 0

t=1+71 1 3 =2 T cos(t)sin(t cos T)sin(T)
= —=cos”(t) - sin(t)e ) dt + sin(t dTt=0
t=0 0 0
b) Es gilt

J J
a—J;l(x,y)=2x a];z (%)

fiir alle x,y € R. Da R? einfach zusammenhingend und f ein C!-Vektorfeld ist, gilt nach
Abschnitt 19.25 der Vorlesung, dass f ein Potentialfeld ist. Also hangt der Wert des Integrals
nicht von dem konkreten Weg, sondern nur von den Randpunkten ab (19.24). Es ist

»(0) = (0,0), y(%n) — (-1,2).

Wihle also 7 : [0,1] — IR? mit y(t) = t(~1,2). Es gilt:

! ! 14 14
Jf dx_Jf dx_f fly dt_J 4t2+10t2dt:14j tzdt:?[ﬁ]ié:?
0 0



AUFrGABE 47 (TuTOoRIUM)

Berechnen Sie jeweils das Kurvenintegral

a) flxp,2)=e*

Y

b) f(xp,2)=|-2

X

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Es gilt:

ff(x) dx.
)4
2x —x%z—5zy°

t3
15y ],y:[O,l]—>IR3, y(t):[ t2—t ]
)

—x3 - 5xy3 sin(rct
sinh(t)
, v :[0,log(2)] = R3, y(t) = | cosh(t) |.
sinh(t)
8fl _ 2 —XzZ _ afZ
a—y(x,y,z) = —15y“ze " = g(x,y,z)
% _ 2 3.,.3 3\ ,—XZ _ %
P (x,v,2) = (-3x"=5y" +x7z+5xy z)e " = Fp (x,v,2)
o, _ 2_9fs
P (x,v,2) = —-15xy° = 2y (x,,2)

fiir alle x,7,z € R. Da R® einfach zusammenhingend und f ein C!-Vektorfeld ist, gilt nach
Abschnitt 19.25 der Vorlesung, dass f ein Potentialfeld ist. Also hangt der Wert des Integrals
nicht von dem konkreten Weg, sondern nur von den Randpunkten ab (19.24). Es ist

Wahle also y : [0,

7(0)=(0,0,0), »(1)=(1,0,0).

1] — R3 mit y(t) = (¢,0,0). Es gilt:

1 1 _
qu)- dx = Lf(x)~ dx = jo () 7(1) di = L 2dr =[] =1

b) Es gilt nach Definition des Kurvenintegrals:

Lf(x)- dx

rlog(2)
= fly(®)-y'(t)dt
Jo
rlog(2)
= (cosh(t),—sinh(t),sinh(t)) - (cosh(t),sinh(t), cosh(t)) dt
Jo
rlog(2)
= cosh?(t) —sinh?(t) + sinh(t) cosh(t) dt
JO
r*log(Z) -1 9
= | tesinh(tcosh(t) de =log(2)+ % [sinh2()] — " = log(2) + o



Aurcask 48 (Usuna)
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

_ 2
a) |, sz % (x,v), A=1[0,1],
) [pxy+3*d(xp), B=[0,1]%
c) Ic cosh(2x +y)d(x,v), C=[-1,0]x[0,2].
LOSUNGSVORSCHLAG

a) Da der Integrand stetig ist, konnen wir den Satz von Fubini (20.3) anwenden. Es folgt

Y 1 1 y=1
f—3d<x,y> f f adydx=—f ——— | dx
A(1+x?+79?)2 1+x2+y 2 (1+x%2+79y?)2

y=0
J; 1+x2% J 2+x25

= [Arsinh(x)] :})—ij ;]dx
0

ﬁ T ()

Arsinh(l)—J‘ ’ ;1 dy = Arsinh(1) - [Arsmh(y)]y 0
0 (1+y?)?

)2

,i

N

i
S

Arsinh(l)—Arsinh(?):log(1+\/§)_log(1+\/§)

V2
e

b) Da der Integrand stetig ist, konnen wir den Satz von Fubini (20.3) anwenden. Es folgt

1 ~1 1 ny 1y
fxywzd(x,y):J f xywzdxdy:f [7+xy2]i_ody=f S+y dy
B 0 Jo 0 0

2 3
1 1 7
:[y—+y—1:0:—+—_—.
4 37 4 3 12

c¢) Da der Integrand stetig ist, konnen wir den Satz von Fubini (20.3) anwenden. Es folgt

0 (2 0
j cosh(2x+p) d(x,v) = j J cosh(2x+yp)dy dx = J [sinh(2x +3})]}2}:0 dx
c -1Jo -1
0

= f sinh(2x + 2) —sinh(2x) dx = [%(cosh(Zx +2) —cosh(2x))]°
-1

= %(1 —cosh(—=2) —cosh(2) + 1) = 1 — cosh(2).

VE

x=-1



AUFrGABE 49 (TuTorIUM)
Berechnen Sie die folgenden Integrale.

L\ m d(x,v), A=[1,2]x[3,4],

) IBysin(xy) d(x,v), B=1[0,1]x[0,72],

Cﬁ; d(x,v,2), C=[0,1]3,

d) fD sin(x +y +z) d(x,v,2), D = [0,7]>.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Da der Integrand stetig ist, konnen wir den Satz von Fubini (20.3) anwenden. Es folgt

1 1 y=4
oo dxy) = —— dydx=- d
L(X+}/)2 (x,) J J T y dx jl [x+y . x
- fl x+3dx—£ — dx =llog(x + 3)[iZ{ - [log(x + 4115

- ol () n )

b) Da der Integrand stetig ist, konnen wir den Satz von Fubini (20.3) anwenden. Es folgt

T 1 n n
j ysin(xy) d(x,v) = Jz j ysin(xy) dx dy = jz [~cos(xp)]i_y dy = Jz 1 —cos(y)dy
B 0o Jo 0 0

s

=[y-sin()] i =2 1.

c) Da der Integrand stetig ist, konnen wir den Satz von Fubini (20.3) anwenden. Es folgt

fl+y (x,9,2) J j f 1+y dxdydz—f f 1577 J x? dx dy dz

<[ T [ =G farctanyl 5L

1 1
= Z~arctan(1)-§ = %

d) Da der Integrand stetig ist, konnen wir den Satz von Fubini (20.3) anwenden. Es folgt

TC TC TC
fsin(x+y+z)d(x,y,z):j J- J- sin(x+y+z)dxdydz
D 0o Jo Jo

T T T T
:J f [—cos(x+v+2)]7_, dydz:f J cos(y+z)—cos(m+y+z)dydz
0o Jo

_2j J cos(y+z)dydz=2 j [sin(y + 2) ;:Odz

= J sin(7t + z) —sin(z) dz = —4 Jn sin(z) dz = 4[cos(z)]]_, = -8
0 0



Aurcase 50 (Usung)
Bestimmen Sie das Volumen der folgenden Mengen.

a) My, wobei f : [ [1,V3], f (x+1yz)2,

b) S,:={xeR"|x; >0(1<i<n)x;+-+x, <1}, n €N (n-dimensionaler Standardsimplex).

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Da f auf seinem Definitionsbereich positiv ist, ist My o korrekt definiert. Es gilt

1
[M¢ ol = j ———d(x,p).
10 [0,1]x[1,¥3] (X +?)? Y

Da f stetig ist, konnen wir den Satz von Fubini (19.3) verwenden und sehen, dass

V3 1 1 V3 1 V3 1 1
M = —_— = - —
Mo J; J; (x+v2)? dxdy _L 2 x+y2 " Ody J yz 1+y2 dy

NG 1 1 TC
(O p—— tan(\/§)+1+arctan(1):1———
pat 7 arc

V3 12

= [—% —arctan ()]

wobei wir arctan (V3) = % verwendet haben.

b) Essei S,(a):={xeR"|x; 20 (1 <i<n),x;+-+x, <a}fiur 0 <a< 1. Wir zeigen induktiv (iber
n), dass |S,(a)| = %, womit

1
Sal = 1S(DI = -
folgen wiirde.
Induktionsanfang (n = 1): Es gilt |S1(a)| = fgl dx =a.
Induktionsschritt (n — n+1): Die Behauptung gelte fur ein n € IN (IV). Es folgt nach dem Prinzip
von Cavalieri

n+1 n+1

a n
(1v) (a—x a-—x a
1Sne1(a)l = J;) 1Su(a—xp41)ldxyg = L —HH) dx,y = [_((ni—+ll))!]?€,z+1—0 = (n+ 1)

Dies folgt, da fur x,,,; € [0, 4] gilt, dass

{xEIRn | (X,X,Hl) € Sn+1(a)} = {XGIRH | x; 20 (l <1< n),x1 Tt X, S a_xn+1} = Sn(a_xn+1)-

Aurcase 51 (Tutorium)

Bestimmen Sie das Volumen der folgenden Mengen.

a) My ,, wobei f,g: [1,2]> > R, f(x,v) = e**Y, g(x,y) = x>y (zeigen Sie zunichst, dass ¢ < f
auf [1,2]%),

b) A:={(x,y)eR?*|a<ye*<bhc<y<e’<d},0<a<b<c<d
c) B::{(x,y,z)eIR3|x,y,z>0,\/3_c+\/§+\/§<1}.



LOSUNGSVORSCHLAG

a) Die Funktion f ist stetig auf ganz IR?, sodass fiir jedes (x,) € R? gilt (Taylorentwicklung dritten
Grades)

2 2 2
X“+2xy+p° 1
f(x,y):1+x+y+f+g E Xj Xj, he’““‘2
jlerer_l

wobei (x1, x2) € S[(0,0),(x,v)] und x; = x, x, = p. Dies liegt daran, dass alle partiellen Ableitun-
gen (auch die mehrfachen) von f wieder f entsprechen. Fiir (x,y) € [1,2]? gilt demnach

x2 + 2xy + 2
f(x,y)> # > 2xp > x°p = g(x,p)

wegen (x—)? > 0, also x> + p? > 2xp. Somit ist M , korrekt definiert. Da f und g stetig sind,
gilt mit dem Satz von Fubini, dass

2 2
|Mfg|_JJ Xty _ xydydx_J[x+y & dx_j x+2_ex+1_3%dx
1
_ x+2

1 7
= “1—7]3( L =et—ed—4)—(e¥-e?-2)=et—2e3+e? - =

b) Prinzipiell gilt ¢ <y < d. Zusitzlich gelten die Restriktionen

y<e’ <dolog(y) <x<log(d)

und
a<ye  <belog(y)-log(b) < x <log(y)—log(a).

1. Fall: a > 1. Dann gilt log(a) > 0 und die Restriktionen liefern
log(y) < x <log(y) —log(a) <log(y),

ein Widerspruch. Somit gilt hier B=0 und |B| =
2. Fall: a<1, b> 1. Dann gilt log(a) < 0 und log(b) > 0

(i) £ >d. Die Kombination der Restriktionen liefert
log(v) < x <log(d)
und das Prinzip von Cavalieri
log(d d p
1Bl = f fl taxdy = [ logld)~logly) dy = [v1og(e) - llog(y) - DI
c

=d+c(log(=)-1).

&n..lm

(ii) £ <d. Die Kombination der Restriktionen liefert

10g(}1) < X < log(y)_log(ﬂ) ’y dﬂ
log(d) , v >da.



Das Prinzip von Cavalieri liefert

da rlog(y)-log(a) log(d
|B| = J J 1dxdy+f f 1dxdy
1 da J1

da
2. Int.0. (da statt d) —J log(a) dy +d + da(log(a) — 1) = d(1 - a) + clog(a).
c

3. Fall: b < 1. Wieder gibt es die beiden Unterteilungen wie im 2. Fall, in beiden andert sich
lediglich die Untergrenze fiir x zu log(y) —log(b). Es ergibt sich somit

(i) ¢>d.

a

1Bl = d + c(log(~) ~ 1) + (d - c) log(b).

QU o

(i) £ <d.
|B| =d(1 —a)+clog(a)+ (d —c)log(b).

c) Gilt (x,7,z) € B, so folgt z € [0, 1]. Fir ein festes solches z gilt
Q(z):={(xy) e R?*|(x,9,2) € B} = {(x,9) e R? | 5,9 > 0, Vx+ vy <1-V2).
Somit folgt v € [0, (1 — y/z)?]. Fiir ein festes solches v gilt

Qzy):=fxeR[x>0, Ve <1-vVz—-3) =[0,(1 - Vz-)’]

Wenden wir also das Prinzip von Cavalieri zwei Mal an, erhalten wir
(1-vz)? (1-v2)?
Al = f|Q |dz-jj zy|dydz_fj (1 - Vz— 5P dy dz
(127 3 (1-+/2)?
f f (1-vz)?-2(1 \/_\/_+ydydz—J;[( \/_)y——( —\/E)y/2+2]y0

sl\F 1 4 1.s% s 1
_ 1- S ds=—=[2_fg
6_[0( Va)' dz 3L5(5 Jds=-31% -5 h=0=75



