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Aurcask 52 (Usuna)
Berechnen Sie die folgenden Integrale.

a) L\yz d(x,v,2), A= {(x,y,z) eR®|x?<p?+22< |x|},
b) foyzd(x,y,z),B:{(x,y,z)eIR3|0§z§1,x2+y2§1},

c) Iol Iyl e’ dx dy.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Fiir alle x € R gilt x? < |x| & |x| < 1. Deshalb folgt mit dem Satz von Fubini (Satz 20.3):

1
Jyz d<x,y,2)=J J y* d(y,z) dx
A ~1Ja,

A, :{(y,z) eR?: x? Sy2+22 < |x|}.

mit

Einfithren von Polarkoordinaten fiir v, z liefert

27
Jy dz—f JM r2sin®(@)r dr de = 714[4L |x| = x4)

fur alle x € [-1,1]. Da nun im Integranden nur gerade Potenzen von x vorkommen, folgt:

1 1 3 51x=1
2 d(x, v, :2JE 2_ .4 :EJ 2_ .4 _rx X _n
Ly d(x,v,2) 04(x x)dx 5 O(X x)dx >33 G

x=0

b) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich:

27
f J J rcos(@)rsin(¢p)zr dr de dz

dz- [ costpsin(p) d Sdr =11 [sin(p)] 2 =0
zdz- cos( sm<p(p0rr22s1n(p: 1-

f xyzd(x,v,2)
B



) Es gilt nach dem Satz von Fubini (Satz 20.3)

1 rx 5 1

e Txp)er 0<y<x<1}(x y)d(x,p) = J J e’ dydx= J xe
0 Jo 0

Ll ,
J j e’ dxdy = f x
0 Jy RR?

- E[e ]x:O -

2
*dx

AurGase 53 (Tutorium)
Berechnen Sie die folgenden Integrale. Andern Sie bei c) zunichst die Integrationsreihenfolge
) fozyzd(x,y,z),A—{(x p,2)eR}|0<y<x,x®+p?<1 0<z<2},
{(x 1,2) ER3|0<z<m, 1 <x?+y?<4,| |<1}

) Jp2(® +xp?) d(x,9,2),

fol IyyZH x’y dx dy.

LOSUNGSVORSCHLAG
) Es gilt nach dem Satz von Fubini (Satz 20.3)
2[ 2] f ¥’y d(x,y) =2 J X’y d(x,y)
Al

2
f x?yz d(x,9,2) = f zj x*y d(x,)
A 0 /

mit
A {(x,y)eIR2: 0<p<x,x’+7v 51}

Einfithren von Polarkoordinaten fiir x, p liefert
J x*y d(x, ) J J r? cos?(¢)rsin(¢@)r dr dg = j r drj cos?(¢@)sin(¢p) de

p=7 _ 1 1__
015
Insgesamt also:
2
2 e
Lx yzd(x,vp,z) = 15( 1

5

(- 3)[%3@)1@ - 75 (1

b) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich
T
cos(¢) dgo] rdrdz

j 2(x® +x9?) d(x,9,2) =
B



c) Esist

C = {(xy)eR*:0<y<1,y<x<p’+1}
= {(x,y)eIRZ:((Ostl)v(l<x<2))/\(0<y<1)/\(y<x<y2+1)]
= {xp)eR: (0<y<x<)V((I<x<2)A(Vx-T<y<1))}
= {(x,y)elRZ:OSnySl}U{(x,y)EIR2 (I<x<2)A \/_<y<1}
=C, =G,

Ferner ist C; N C, = 0. Es folgt mit dem Satz von Fubini (Satz 20.3):

J;l Lyznxzy dxdy fx yd(x,y)—j x?y d(x,v) + f Xy d(x,v)
x%y dy dx + x*ydy dx = —dx+ xz—l_(x 1)dx
f J ravase [ [ v J J

AT 1 8 11
10 38x:1_0383 120

Alternativ lasst sich das Integral auch direkt berechnen, ohne die Integrationsreihenfolge
umzudrehen.

Aurcase 54 (Usung)
a) Berechnen Sie das Integral

j sin(z) d(x,v,2),
A

wobeiAz{(x,y,z) GIR3|x,y,zz 0, x+y+2z< 1},

b) Sei B := {(x,9,2) € R® | ||(x,7,2)|| < 2}. Eine kugelférmige Gasansammlung besitze die

Massendichte
1

o(9,2) =1 Tz 0yl
2 1<yl

Berechnen Sie die gesamte Masse

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Es gilt nach dem Satz von Fubini (Satz 20.3):

r1 1-x 1-x _lxy
J sin(z) d(x,v,2) f J sin(z) dzdy dx = J f [cos(z)],.,® dydx
A Jo

— oy y=1-x
= f 1—cos(1 i zJ)dydx—f (I-x )+2[sm(1 a y)] dx
0 Jo 2 0 2 y=0

& 1- 1 1-x\P=! 7 1
= (1—x)—2sin(—x) dx=——4[cos( x)] =——+4cos(—)
JO 2 2 2 x=0 2 2




b) Definiere K := {(x,9,2) € R | x2 + p% + 22 }undS ={(x,9,2) e R® |1 < x?+y? +2? < 2}. Dann

gilt B=KUSund KNS ={(x,y,2) e R® | x%+9? + 2% = 1}. Anhand von Kugelkoordinaten sieht
man sofort, dass

j p(x,v,2z)d(x,v,2) =0,
KNS

womit nach Satz 20.5 folgt, dass
[ pteyadtsnz= [ ptmpadgas [ oo dm

2n 21
J j f = 2cos dgoder+j j J- 212 cos(9) dg d9 dr
s r s
2 2

1 56 56
_471L 1_1+r2 dr+?n:4n[r—arctan( ) ot 3T

AurGABE 55 (TuToRrIUM)

a) Berechnen Sie das Integral

J;(x2+y )2 2(1- Z d(X,}), )’

wobeiA:{(x,y,z) eR*|0<z<1, x?+p2 < (1 —z)z},

b) Bestimmen Sie fur a,b,c > 0 das Volumen des Ellipsoids

Ei={(xy2) eR’| (g)z+(%)2+(§)2 <1).

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich:

27 1-z
L(x2+y 22179 d(x,y,2) = J f f 20-2"4 dr dg dz

6 r=1-z - ,
ZRJ e2(1-2) [—] dz = —f e2172)(1 = 2)0 dz
0 6 =0 3 0
x=1-z 7T 1 247 6 d _ TC 1 257 x=1 _ TC 2 1
= 5 0e X X—g‘ﬁ‘[e ]x:o_ﬁ(e_ )

b) Wir benutzen die Substitutionsregel mit der Funktion

g(u,v,w) = (au,bv, cw) Y(u,v,w) e R>.

Diese Funktion ist offensichtlich injektiv und stetig differenzierbar mit

g (u,v,w) [

S O

0 0
b 0},
0 ¢



also det g’(u, v, w) = abc > 0. Mit K := {(u,v,w) € R3 | u? + v? + w? < 1} gilt g(K) = E, denn

2 2
(u, vw)eK@(auu) +(bv_v) +(%) <1 e (au,bv,cw) = g(u,v,w) € E.

Daher liefert die Substitutionsregel

|E| = J- 1d(x,9,2) = abcj 1d(x,9,2) = abc|K]|.
E K

Das Volumen von K erhalten wir tiber die Verwendung von Kugelkoordinaten.

27
K| = JJ- f r2 cos( )d<pd9dr—43"
%

womit |E| = 4?”abc folgt.

Aurcase 56 (Usung)

Berechnen Sie das Integral

f e d(x,),
A

wobei A C R? das Trapez mit den Eckpunkten (1,0), (2,0), (0,—2) und (0,-1) ist.

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir definieren g(u,v) = (%(u +v), %(u -v)), damit f(x,p) = e% dann f(g(u,v)) = ev. Ist
B:={(u,v) e R*|1<v<2,~v<u<v)

so gilt wegen
A={(x,v)eR*|x>0,y<0,x-pe[l,2],

dass g(B) = A. Ist (u,v) € B,sofolgt u+v>-v+v=0und u —v <v-v =0 sowie (u+v)—%(u—v):

ve(l,2] also g(u,v) € A. Ist (x,y) € A, so gilt (x+y,x—y) € Bund g(x+y,x—p) = ( x,7). AuBlerdem ist
g injektiv, denn aus (%(u +v), %(u -v)) = (%(11 +7), %(11 - 7)) folgt durch addieren bzw. subtrahieren
der beiden Gleichungen sofort # = i und v = v. Die Substitutionsregel liefert wegen

also detg’(u,v) = -3, dass

J e

f v d J J evdudv== f [vev]i__, dv

B
v(e =—(e— ).

J; eeav=ge

AUFGABE 57 (TuTORIUM)

Es bezeichne A C R? die Menge aller (x,y) € [-1,1] x R mit 0 < y < V4-4x fiir x > 0 bzw.
0<y<V4+4xfurx<O0.



a) Sei B=[0,1]> und g: Q — R?, g(u,v) = (u? —v?,2uv). Zeigen Sie, dass g(B) = A.

b) Berechnen Sie mit das Integral JA vd(x,p).

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Indem man die Gleichungen 0 <y < V4—4x und 0 <
0

dass A von den Parabeln x =1 — % und x = Tz —1 (fur
nach (1, 0) berandet wird.

Ist (u,v) € B, so gilt 2uv € [0, 2] sowie 1 -~ = 1-u?v? > |u?—v?| (fiir u > v wegen (1+v?)(1—
u?) >0, fiir u <v wegen (1 —v?)(1 +u?) > 0). Deshalb gilt g(u,v) € A. Ist (x,) € A mit y = 0, so

gilt
( Y VY X g
2(1/x? +y? —x) 2

Dass beide Komponenten positiv sind, ist klar. Zudem gilt

Y <1lop?+2x <24x2+92
2(y/x2 + 92 —x)

< V4 + 4x nach x auflost, sieht man,
2

v
< 2 <y sowie dem Segment von (-1, 0)

(2uv)?

=19? <4-4x,

was erfiillt ist. SchlieSlich gilt ebenso

VX2 +p?—x
—2}2 Klex2+92<2+x

=192 <4+4x,

( Y , W—x
2o ?

(x,v) in B gefunden. Fur (x,y) € A mit y = 0 ist das gesuchte Urbild entweder (v/x,0) (fur x > 0)

oder (0, y/=x) (fur x < 0), die beide ebenfalls wieder in B liegen.

Da man beim Finden des Urbildes oben bemerkt, dass die gegebenen Kandidaten die einzig

moglichen sind, ist die Injektivitat von g ebenfalls gezeigt.

was ebenfalls erfullt ist. Wegen g ) = (x,v) haben wir ein Urbild von

b) Wir berechnen
(1, v) = 2u  =2v
gy = v 2u )’
2

womit detg’(u,v) = 4(u? +v?) > 0 fiir alle (u,v) € B\ {(0,0)}. Die Substitutionsregel liefert nun

1 o1
J yd(x,p) = f 2uv - 4(u? +v?) d(u,v) = 8J f w3y +uvd du dv
A B 0o Jo

14 2,3 1
:8j [u—v+u]tzodv:J. 2v+4vd dv = [v? +0t)l_ =2
o 4 2 0



