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LO6suNGSVORSCHLAGE zuM 12. UBUNGSBLATT

Aurcask 64 (Usunc)

a) Beweisen Sie das Lemma von Jordan: Ist f stetig auf {z € C | Imz > 0, |z| > R} fir ein
R( > 0 sowie entweder

(i) a>0und limg_,e maXp=gmzs0lf(z)| = 0, oder
(ii) @ =0und limg_,,, R- maX|z|=R,Im z>0 If(z) =0,
so gilt

R—o0

lim J‘ f(2)e!**dz=0, yg(t)=Re",te0,m]
VR

b) Zeigen Sie: Ist g differenzierbar in z, € C sowie stetig in U,(z,) fiir ein r > 0, dann gilt

lim _g(z)

e—0 Ve zZ—2

dz =img(zg), ye(t) =zo+ee'’,t €[0,7].

dz.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst i = fy 2_120
€

LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Fur R >R, gilt

T
|j f(z)eiaz dz| :|f f(Reit)eiaR(cos(t)+isin(t)) .iRelt dt
VR 0
7-[ . . n .
< RJ |f(Relt)|e—Rasm(t) dt <R max |f(z)|J‘ e—Rasm(t) ds
0 0

|z|=R,Im z>0

Nun nutzen wir zuerst die Symmetrie der Sinusfunktion aus, um

e ) /2 ) hé )
j e—Rasm(t) dt :J e—Rasm(t) dt+f e—Rasm(t) dt
0 0 /2

A o A
— f e—Rasm(t) dt _J e—Rasm(n—s) ds = ZJ e—Rasm(t) dt
0 /2 0



zu erhalten. Auf dem Intervall [0,72] gilt sin () > 2¢/x, da der Sinus hier konkav ist.
Insgesamt folgt also wegen der Monotonie der Exponentialfunktion, dass

) LN .
| f(z)e‘“zdz|<2R max |f(z)|f e tdt
0

|z|=R,Im z>0
“T1-e®) max [f(z)l<E max |f(z2) =0 (R— oco).
o |z|=R,Im z>0 a |z|=R,Imz>0

(ii) Mit a = 0 folgt fur R > R, sofort

‘ dz|<L()/R) max  |f(z)=nR max |f(z) =0 (R— oo).

|z|=R,Im z=0 |z|=R,Im z>0

b) Wir stellen zuerst fest, dass

1 T jeelt .
j dz = J — dt =im.
ye 2= 20 o eett

8(2) , _ [ &(2)-8(20)
L =" dz-ing(zy) = f . dz.

62_20 — 2

Damit gilt

e

Da g differenzierbar in z;, und stetig auf U,(z) ist, ist

{ ggle) L

z-zy 7
g'(20), Z =20,

h(z) =

auf dieser Umgebung stetig und damit auf U,,(zy) beschrankt. Fur € < 772 gilt also

|j P dz 1ig(zg) |J dz <L yg)maxlh( )|—nerr1ax|h( zZ)| >0 (e—0).
0

||\2 | \2

AurGaBE 65 (TuTorIUM)
Berechnen Sie die folgenden Kurvenintegrale (es gilt jeweils t € [0, 27t]).

a) Iy elem@sin(z+1)-2 dz, y(t)=2+ 3elt, b) Iy —Cosim) dz, y(t)= et

(2_7)42
c) fy % dz, y(t)=e", d) Jy 2 dz y(t)= 2,
sin(7z) A it exp (iz?) _ it
o) |, oy dz y(t) =3, 0 J, v 42 (=26
LOSUNGSVORSCHLAG

Fur die Verwendung des Cauchyschen Integralsatzes (CIS) und der Cauchyschen Integralformel
(CIF) bemerken wir zuerst, dass offene Kugeln in C einfach zusammenhangend sind und dass alle
auftretenden Wege aufler in e) positiv orientierte Kreise (einfach durchlaufen, geschlossen) sind.



a)

b)

c)

d)

Die Funktion
el (@sin (z4 +1) -z
(z—7)42

flz) =

ist holomorph in G = Uy(2) als Verkettung holomorpher Funktionen und wegen (z —7)%* # 0
auf G. Somit folgt aus dem CIS, dass

1cos(z) 3 4 1) —
Je sin(z*+1) Z 20
y (z—7)42

Die Funktion f(z) = cos(mz) ist holomorph in G = C. Da 0 im Inneren des Kreises liegt, folgt

aus der CIF, dass
fcos dz _Jf dz = 2mi- £(0) = 2.

Die Funktion f(z) = % ist holomorph in G = U,(0). Da 0 im Inneren des Kreises liegt, folgt

aus der CIF, dass
f(2)
J-z2+3z J dz=2mi-f(0) =

Wir beginnen mit einer Partialbruchzerlegung. Fur z = +i gilt

S SN S :
22+1  (z+i)(z—i) z+i z-i

fiir gewisse A, B € C. Multiplizieren mit z? + 1 liefert

1=(A+B)z+i(B-A).

Da somit (A + B)z fur alle z # +i der konstanten Funktion 1 —i(B—A) entsprechen muss, folgern
wir A = —B und deshalb A = ¥/2, B = /2. Da die Funktion f(z) = z> holomorph in G = C ist, folgt
mit Hilfe der Partialbruchzerlegung, der CIF und der Tatsache, dass +i im Inneren des Kreises
liegt, dass

Jz2+1 J L jf dz = 2711( )—52711 i3 = —2mi.

Wir stellen zuerst fest, dass die Funktion f(z) = sin(nz) holomorph in G = C ist mit den
Ableitungen

@) (z) = (=1)F % sin(rz), FRED(2) = (=1 k] cos(mz),

fur k € INy. Zudem wird der Rand des Kreises ein Mal im Uhrzeigersinn durchlaufen. Definieren
wir die positiv orientierte Variante des Weges mit

7(” = 7/(271 — t) = ')/(_t) — 3eit

fur t € [0, 27], so sehen wir, dass wegen /(21 — t) = —p/(t)

sin(7cz) 2 sin(mey(t) s=2m—t Msin(ny(s)) sin(7cz)
dz = — dt” = - — (- -1)ds=- d
| Em e ) Gt ne - SRy = | SR




Der Punkt z, = 2 liegt innerhalb dieses Kreises, weshalb aus der CIF fiir Ableitungen folgt, dass
8.

sin(rz) . 2mi ), _ 2mi 3 7 271
L(Z—2)8 dz=- T (2)__7(_1) 1t/ cos(2m) = T

f) Wir merken an, dass die Funktion f(z) = exp (iz?) holomorph in G = C ist und fiir die ersten
beiden Ableitungen gilt, dass

f'(z) = 2izexp (iz%), f(z) = 2iexp (iz%) — 42° exp (iz?).

Da zy = V72 innerhalb dieses Kreises liegt (es gilt 1 < z; < 2), folgt mit der CIF fiir Ableitungen,
dass

j exp (iz?) dz = Ttif '(\/%)indy(\/%) = mi(-2 - 27i) = 27 (m — ).
y (z=Vr2)3 2!

AurGask 66 (Usunc)
Ziel dieser Aufgabe ist es, den Wert des uneigentlichen Riemann-Integrals

J' sin(x) dx
0 X

zu berechnen. Hierfiir seien fir R, ¢ > 0 die folgenden Wege definiert.

Vier(t) =t t€[eR], y2.r(t) = Re", t €[0,7],
yS,e,R(t) =t te [—R,—&], 74,5(” = geit’ te [0,71].
Betrachten Sie nun die Funktion f(z) = % und finden Sie anhand obiger Wege einen Weg, fiir

den Sie den Cauchyschen Integralsatz anwenden konnen. Fiithren Sie dann den Grenziibergang
¢ = 0 und R — oo unter Zuhilfenahme von Aurcase 64 durch.

LOSUNGSVORSCHLAG

Die Menge
{zeC|z=—iy fury > 0}

ist einfach zusammenhangend. Auf dieser Menge ist f holomorph. Zudem ist y; . g + Y2,r + V3,e,R +
(74,¢)- ein geschlossener Weg in dieser Menge. Somit folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz, dass

O:J f(z)dz = f(z)dz+ f(z)dz+ f(z)dz - f(z)dz
V3eRPV2RT Y36 RT(Vae)- Y1,6R V2R V3,6R Ve

also

f(z)dz+ f(z)dz= f(z)dz— f(z)dz

V1R V3,6.R Ve Y2,R
fur alle ¢, R > 0. Betrachten wir die linke Seite dieser Gleichung, so erkennen wir, dass

—€ ot _ it R
f(z)dz+ f(z)dz= _dt+J e J elf —e di =2 J‘ sin (t) dr.
t t
VLeR V3R .




Andererseits gilt
f(z)dz— 0
V2R

fir R — oo unter Anwendung von AurGABE 64 a) mit & = 1 und der Funktion 1z, die die Vorausset-
zung von (i) erfullt. Weiter erfullt die Funktion e'* die Voraussetzung von AurGaBE 64 b) mit z, =0,
weshalb

f(z)dz —im
Ve
fir € — 0. Ingesamt gilt damit

o - R .
Zijo Slnt(t) dt « ZiL Slr;(t) dt = th(z) dz - 7/Z'Rf(z) dz — it

fur e > 0 und R — o0, also
jo" sin(t) m
0 t 2

AurGasEe 67 (Tutorium)

Wir mochten die Fresnel-Integrale

J sin (x?) dx und J cos (x?) dx
0 0

berechnen. Seien dazu fir R > 0 die drei Wege
yir(t) =t pyor(t)=R+it,  pap(t)=ti+1),
gegeben, jeweils mit 0 <t <R.

a) Beweisen Sie die Gleichung

2 2 2
J e % dz= J e % dz +J e % dz.
V3R YVi,R V2,R

b) Zeigen Sie mittels geeigneter Abschdtzungen, dass

J. e dz—0 fur R — oo.
V2,R

c) Berechnen Sie nun den Wert der Fresnel-Integrale, indem Sie in a) den Grenziibergang

N

R — oo betrachten und dabei IOOO e dx = 5 verwenden.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir merken an, dass der Weg yr = ¥1 r + V2.r + (V3,r)—, definiert durch (y3 g)_(t) = y3,r(R—t)
fur 0 <t <R, den Rand des Dreiecks mit den Ecken 0,R und (1 +1)R) im Gegenuhrzeigersinn
durchlauft. Somit gilt mit dem Cauchyschen Integralsatz, den wir hier anwenden konnen, da



f(z) = e holomorph in C ist, dass

2 2 2 2 2 2
J e ? dz+j e? dz—f e ? dz:f e ? dz+J e ? dz+J e % dz
Y1,R Y2,R V3,R Y1L,R V2R (73,r)-
2
= j e ¥ dz=0
Y

2 2 2
J e ¥ dz= J e % dz +J e % dz.
V3R Y1,R V2R

und deshalb

b) Es gilt

2 R c )2 R ko R
|f e ? dZ| — 'J e—(R-Ht) idt| < f |et -R —21tR| dt = f el R qt
VZ,R 0 0 0

R 5 R _R2
< j eRtfR dt =
0

1-e
wobei wir die Tatsache benutzt haben, dass |e?| = eR¢?, sowie die Monotonie der reellen

eRt-R?
= 50 fur R — oo,
Exponentialfunktion.

R

t=0 R

c) Zuerst bemerken wir, dass

R 0
j e? dz= J TRt N (PN (i
V1R 0 2

0

Zusammen mit b) und der Formel aus a) folgern wir, dass der Grenzwert von JV e dz fiir
3,R

R — oo existiert, genauer sogar
. _2 VT
lim e? dz=—.

R—o0 ViR 2

Andererseits berechnen wir

f e dz= JRe_zitz(l P TR G v e ds
V3R 0 \/_
1+i1 V2R
:% cos (s?) —isin(s?) ds—>—j cos(s?) —isin(s?)ds fir R — oo.

Der letzte Grenzwert existiert, da wir bereits gesehen haben, dass der Grenzwert des ersten
Integrals existiert. Zusammen folgt nun

fmcos(xz)dx—ifoosin(xz)dx:ﬁ y2 _1 ).
0 0

2 1+i 2V2



Ein Vergleich von Real- und Imaginarteil beider Seiten liefert schliefdlich

= 2 _ * 2 _l T
L s1n(x)dx—f0 cos(x)dx—2 5

Aurcask 68 (Usuna)

a) Berechnen Sie das Integral
J‘ sin(7tz)
ZilaaD
5, (2241)(22+1)

mit y,(t) = rel’, t € [0,27], wobei r > 0 beliebig gewihlt sei, sodass das Integral wohldefi-
niert ist.

b) Sei f € H(C) nicht konstant. Zeigen Sie, dass zu a € C eine Folge (z,),cn in C existiert mit
f(z,) — afur n — oco.

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Der Integrand ist fiir z & {+i, —%} wohldefiniert und dort auch holomorph, also insbesondere
stetig. Damit ist das Integral fiir r {3, 1} definiert. Wir betrachten die drei Félle getrennt.

0<r< %: Der Integrand ist holomorph auf und y, verlauft in der Menge U%(O). Da diese
auflerdem konvex ist, folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz, dass

i 1
f T R TYC Y sin () dz=0, O<r<-=.
), (Z2+1)(2z+1) 2

% < r < 1: Die Funktion

file) = 20U

ist holomorph auf und y, verlauft innerhalb der Menge U;(0). Da y, einfach geschlossen
und positiv orientiert ist, folgt aus der Cauchyschen Integralformel, dass

sin(7tz) _l fi(2) _l. - __4_71, l
Ly(22+1)(zz+1)dz‘2er_(_1/z)dz‘22m fE2) =5t 5 <r<lL.

1 <r < oco: Hier miissen wir eine Partialbruchzerlegung finden, um die Cauchysche Integralfor-
mel verwenden zu konnen. Wir suchen also Konstanten A, B, C € C mit

1 A N B N C
(z+i)(z—i)(2z+1) z+i z—-i 2z+1’

Vze C\ {i,-1/2}.
Multiplizieren wir mit allen auftretenden Faktoren durch, so erhalten wir
12 Az—i)(2z+ 1)+ B(z+1)(2z + 1)+ C(z2 + 1).

Ist diese Gleichheit fiir alle z € C\ {+i,—1/2} erfillt, so ist sie es wegen der Stetigkeit der
Ausdriicke auch fiir z € {#i,-1/2}. Setzen wir diese drei Werte ein, so erhalten wir die



Gleichungen

1+ 2¢,

=] O

122i-(2i+1)-B=(-4+2i)B,
12 (<2i)-(=2i+1)-A = (~4—20)A,

und mit der Rechenregel % = & (vgl. Aufgabe 1a)(ii)) ergibt sich schlief3lich A = —% +
1

%i,B =-z- 11_0i’ C= %. Damit ergibt sich mit
f2(z) :=sin(mz),

dass f, holomorph auf C ist und fiir » > 1 mit der Cauchyschen Integralformel (alle
Umlaufzahlen sind 1)

L % 4z=(-5 + 151) L z{z@n dz+(~5-15)) L 2

2 f(2)
5 J; ) ¥

1 1,

+§-2m- fo(=172)
2 . .4 . 2m .
= gnsmh(nﬁ— g = ?(smh(n) -2)-1i.

b) Wir nehmen an, dass ein a € C existiert, sodass fiir jede Folge (z,,),en in C gilt, dass f(z,) /> a
fur n — co. Dann existiert ein € > 0 mit

|f(z)—al>e VzeC.

Ware dies nicht der Fall, so konnten wir z, als das Element definieren, das diese Ungleichung
fir € = 1/n verletzt und hatten entgegen der Annahme eine entsprechende Folge gefunden.
Somit ist die Funktion

auf ganz C holomorph (da f(z) —a # 0 fiir alle z € C) und erfiillt |k(z)| < ¢! fiir alle z € C. Der
Satz von Liouville liefert nun, dass h und somit auch f = % + a konstant ist (h ist per Definition
nicht die Nullfunktion).

AUFGABE 69 (TuToRrRIUM)
a) Beweisen Sie: Ist f € H(C) mit Re f(z) < M fur alle z € C, so ist f konstant.

b) Beweisen oder widerlegen Sie: Es existiert genau eine Funktion f € H(C) mit
i) f()=& Vkez\(o), (i) f(z)=7p VkeZz\(0},
(iii) f(k)=k®> VkeZ, (iv) f(log(Zt))=(4-%)(1+2) ¥YneN.



LOSUNGSVORSCHLAG

a)

b)

Wir betrachten die ganze Funktion g(z) := /%), Fiir Sie gilt

Re f(z) M

8(z)l =e <e’,

womit g beschrankt ist. Nach dem Satz von Liouville ist g konstant und laut Definition nicht
die Nullfunktion. Somit existiert ein zy € C mit

eRe(f@im(f() — of2) =70 VzeC

Wenden wir den Betrag auf die Gleichung an, ergibt sich

eReF(2) = || VzeC,

also Re(f(z)) = log(|zo|) fur alle z € C, womit Re(f(z)) konstant ist. Nach Aurcase 62 b) ist
somit f konstant.

(i) Die Aussage ist richtig. Durch die Funktion f(z) = z* ist eine solche Funktion gegeben. Sei
g eine weitere Funktion, die die Voraussetzungen erfiillt. Dann gilt g(1/n) = I/n* = f(1/n) fur
alle n € N, sodass f und g auf der Menge

1
{—,neIN}
n

mit Haufungspunkt 0 iibereinstimmen. Nach dem Identitatssatz gilt ¢ = f, womit die
Existenz genau einer Funktion gezeigt ist.

(ii) Die Aussage ist falsch. Wir nehmen an, eine solche Funktion f existiere. Die Funktion
g(z) = z° ist holomorph auf ganz C und stimmt auf der Menge

1
{—,neIN}
n

mit f Uberein nach Voraussetzung. Der Identitédtssatz liefert dann f = g, was ein Wider-
spruch ist, da

§(=Vn) = =V 2 V> = f (V)

fur alle n € IN.

(iii) Die Aussage ist falsch. Offensichtlich erfiillt die Funktion f(z) = z? alle Forderungen, aber
wir konnen sie mit einer beliebigen ganzen Funktion g multiplizieren, die g(k) =1 fur alle
k € Z erfullt, beispielsweise g(z) = 1 + sin(7tz). Somit gibt es mehr als nur eine Funktion,
die die Voraussetzungen erfullt.

(iv) Die Aussage ist richtig. Schreiben wir die Forderung nach den Funktionswerten um,
erhalten wir

log(r+ )= (=) )(=5)= (=L )02+ 3)

fe )l

— 3elog(1+%) + 26210g(1+%) _e3log(1+%)



Eine Funktion in H(C), die zusatzlich diese Forderung erfullt, ist gegeben durch

f(z) = 3e* + 2% —&*

Ist g eine weitere Funktion, die alle Forderungen erfullt, so stimmt sie mit f auf der
Menge
1
{log(l + ;),n € ]N}

mit Haufungspunkt log(1) = 0 iberein, womit nach dem Identitatssatz wieder g = f gilt.
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