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LOSUNGSVORSCHLAGE ZUM 1. UBUNGSBLATT

Avurcask 1 (Usune)
Seien m,n € N und A € K", Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
a) Esgilt
Bild(A)* = Kern(A*).
Hinweis: Ist V ein Skalarproduktraum, so ist fur M C V der Orthogonalraum M+ von M
gegeben durch Mt ={veV:v L wVYwe M|

b) Sind U und W endlich-dimensionale Untervektorraume eines Vektorraums, so gilt dim(U +
W) <dim(U) + dim(W) mit Gleichheit genau dann, wenn U N W = {0}.

c) Gilt m = n und ist A selbstadjungiert, d.h., gilt A = A*, so gilt K" = Kern(A) ® Bild(A).
Hinweis: Verwenden Sie die Dimensionsformel.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir zeigen zunéchst, dass in jedem K-Vektorraum V fir alle x € V
VyeV:i(xly)=0x=0

gilt.

Beweis: =: Wahle p = x, dann ist (x|x) = 0. Das ist nach Eigenschaft (S3) (vgl. Abschnitt 15.1
der Vorlesung) nur fiir x = 0 moglich.

&: Seiy € V beliebig. Es gilt (0y) = (y - ly) = (v[y) - (v|y) = 0.

Nun gilt:

x €Bild(A)* & VzeBild(A): (x]z)=0
o VYyeK": (x|Ay)=0
o VYyeK™: (A'x|y)=0

Die letzte Aussage ist nach Obigem aquivalent zu A*x = 0. Dies ist wiederum dquivalent zu
x € Kern(A®).

b) Seien {uy;uy;...;u)s} eine Basis von U und {w;;w,;...;wy} eine Basis von W.
Fall 1: UnW = {0}.
Esist{uy;... upp;wy;...;wy} linear unabhangig: Seien Ay, Ay, ..., Ay, n € Kderart, dass Z]-Ail Ajuj+

Zﬁ-\le Amyjwj = 0. Insbesondere gilt dann
N

M
U> Z/\]M] = Z(—)\M+])w] ew.
j=1

j=1



Daraus folgte dann wegen U N W = {0}

{uy;...;upr} Basis

M
Y Ajuj =0 = A =0Vje(1;2;..:M),
j=1

N {wy;..;wy} Basis .
E Apijwj = 0 = Ai=0Yje{M+1L;M+2;...;M+N}.
=1

Da also alle A; = 0 sein missen, folgt die lineare Unabhangigkeit von {uy;...;up;wys...;wy
Offensichtlich (!) ist {uy;...;up;; wys...;wy ) ein Erzeugendensystem von U + W und wegen der
linearen Unabhidngigkeit eine Basis von U + W. Insbesondere gilt

dim(U+ W) = M+N =dim(U) + dim(W).

Fall 2: UNnW = {0}.
Sei 0 =v € UN W. Dann existieren A1, A,..., Ap.n € K derart, dass

M N
Z/\]l/l] =V = Z(—)\M+])w]
j=1

j=1

Da v # 0 gibt es ein k € {1;2;...; M} derart, dass A, = 0. Weiter gilt

M N
Z/\]u] + Z/\M_,_]‘w]‘ = 0.
j=1 j=1

Da Ay # 0 und damit nicht alle A; gleich 0sind, ist S := {uy;up;...;up wi;wy;...;wy} kein linear
unabhangiges System. Damit ist die Dimension von lin(S) hochstens M+ N -1 <M + N =
dim(U) +dim(W). S ist jedoch ein Erzeugendensystem von U + W und daher gilt auch

dim(U + W) = dim(lin(S)) < M+N -1 < M+N = dim(U) + dim(W).

Aufgrund der strikten Ungleichung ist insbesondere der Zusatz gezeigt, dass dim(U + W) =
dim(U) + dim(W) genau dann gilt, wenn U N W = {0}.

c) Sei nun m = n und A selbst-adjungiert, d.h. A = A*. Nach a) gilt dann
Bild(A)* = Kern(A*) = Kern(A).
Insbesondere gilt Kern(A) N Bild(A) = {0}. Mit b) und der DimeENsIONSFORMEL folgt nun

Dim.-Formel

dim(Kern(A) + Bild(A)) 2 dim(Kern(A)) + dim(Bild(A)) =
Damit folgt (!) Kern(A) + Bild(A) = K". Tipp: Beweis durch Widerspruch.

AuUrGABE 2 (TuTORIUM)

Sei V ein KK-Vektorraum mit Skalarprodukt (:|-). Weiter seien Vektoren v, w, uy,...,u,,vy,...,v, €
V sowie Skalare ay,...,a,, f1,..., By € K (n,m € IN) gegeben. Zeigen Sie, dass

i=1 j=1 i=1 j=1



Sei {ey,...,e,} nun eine Orthonormalbasis von V. Beweisen Sie die Formeln
a) (viw) =17, (vle;) (wle;).
b) (vlv) = LI, l(vley)l*.

LOSUNGSVORSCHLAG

Durch die Eigenschaften des Skalarprodukts ist die erste Formel leicht einzusehen, den rigorosen
Beweis liefert eine kleine Induktion. Wir zeigen zunachst, dass fiir m € IN und u € V beliebig

[iaiuilu]= iai(udu)-
in1 in1

Induktionsanfang (m=1): Auf beiden Seiten der Gleichung steht exakt derselbe Ausdruck.
Induktionsschritt: Die Formel gelte fiir ein m € IN (IV). Dann folgt

m+1
[Za Uj |u] - [Za Uj +am+1um+1|u
m m+1
v
L) ) o )= )i
i=1

Nun folgt mit dieser Formel und (S1), dass
m n m n (Sl) m n
[Zaiui|Z/3jvj] = Z%[WlZﬁj%‘] = Zai[Zﬂjiji]
i=1 j=1 = = i=1 =1
m ( 1) m n o
= ZazZﬁ] 1) Z a;Bj(v; Y ) aibi(uilv))
i=1 j=1

i=1 j= i

m
)
Zmuﬂu]wmﬁ (e 1)

i=1

Ilm

]

Ist {eq,...,e,} nun eine Orthonormalbasis von V, so lassen sich v,w € V schreiben als

n n
V= Z(vlei)ei, w= Z(wlej)e]
F) j=1

Mithilfe der bewiesenen Formel ergibt sich nun

a)
Whw)=| ) @leel ) (wlej)e;
i=1 j=1
= (vle;) (wlej) (eilej) = ) (vle;) (wle;)



Avurcask 3 (Usunc)

Seien G # @ eine Menge und o : G x G — G eine Verknupfung auf G und G erfille (G1) der
Vorlesung.

(G2’) dege GVae G: aoeg = a. eg heildt rechtsneutrales Element.

(G3’) Yae GAbe G: aob = eg, wobei eg rechtsneutrales Element sei. b heifdt rechtsinverses
Element zu a.

(KS) Va,be G: aoboa=b.
Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
a) Genugt G zusatzlich (G2’) und (G3’), so ist G eine Gruppe.
b) Genugt G zusatzlich (G2'), (G3’) und (KS), so ist G abelsch und es gilt Vae G:aoa =e.
c) Ist G eine Gruppe, so sind das neutrale Element und zu jedem Element die Inverse
eindeutig bestimmt.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) G genuge zusitzlich (G2’) und (G3’). Wir zeigen zunichst, dass ein Rechtsinverses auch stets
linksinvers (analog definiert) ist. Seien a,b € G derart, dass ab = a o b = ey gilt. Dabei lassen wir
der einfacheren Notation halber o weg. Dann gilt

(G3))

ba ‘E) b(ab)a ‘) (ba)ba) 'S ex = (ba)[(ba)(ba) '] E (G2)

(ba)eg = ba,
wobei (ba)~! die Rechtsinverse zu ba sei. Damit ist b auch die Linksinverse zu a. Auerdem gilt

(G2) 4 (G2)  _; (G3) (G2')
era = aa ega = aa a = aegp = a

Also ist eg auch linksneutrales Element (analog definiert). Insgesamt sind (G2) und (G3) der
Vorlesung erfiillt und G ist nach Definition eine Gruppe.

b) G gentige zusitzlich (G2’), (G3’) und (KS). Nach a) ist G eine Gruppe. Dann gilt weiter fur
aeG

Dartiber hinaus erhalten wir

ab ‘2 (ab)@) 'L (aba)a "E ba

c) Seien e und € zwei neutrale Elemente von G. Dann gilt

e—eé=¢.



Seien a~! und a~! zwei inverse Elemente zu a € G. Dann gilt

al=ale=alaag V' =eal =g!
AurGABE 4 (TuTORIUM)
Es sei
1 a b
U:=?l0 1 c||abceR
0 0 1

Zeigen Sie, dass U versehen mit der Matrizenmultiplikation eine Gruppe ist.

LOSUNGSVORSCHLAG

Firi=1,2,3 seien a;,b;,c; € Rund

1 a; bi
Ai =10 1 c|e U.
0 0 1

Zunachst muss gewdahrleistet sein, dass die Matrixmultiplikation zwei Elemente aus U wieder auf
ein Element aus U abbildet. Es gilt

1 ap+ap bl +b2+ﬂ1€2
Al'AZZ 0 1 c1+C eU.
0 0 1

Fur die Assoziativitat (G1) berufen wir uns auf Satz 14.16 aus HM1, der besagt, dass die Matrizen-
multiplikation assoziativ ist. Wir konnen es aber auch nachrechnen und erhalten

1 a) +ap+as b1+b2+b3+a1c2+alc3+a2c3
(Al'Az)'A3: 0 1 C1+Cy+cC3 :Al'(AZ'Ag,).
0 0 1

Das neutrale Element (G2) ist gegeben durch die Einheitsmatrix, welche in U liegt. Daran, dass jedes
Element in U in seiner Zeilenstufenform vorliegt, erkennen wir, dass dazu ein Inverses beziiglich
der Matrizenmultiplikation existiert. Es bleibt zu zeigen, dass dieses Inverse auch in U liegt. Wir
berechnen, dass

1 a b|1 0 0 ]+ j+ 1 a 01 0 -b j+
01 c|0O 1 O (=) [0 1 0]0 1 -c (~a)
0 0 110 01 «(=b) 00 1]0 0 1
1 0 0|1 —-a ac-b
~0 1 01]0 1 —C ,
0 0 1|0 0 1

womit die rechte Seite, ein Element aus U, das Inverse der Anfangsmatrix ist.
Aurcase 5 (UBung)

Es sei V = P[-1,1] der Vektorraum der reellen Polynomfunktionen auf [-1,1] und p,, € V
definiert durch

pm(x) =X



fiir alle m € N und x € [-1,1]. Ferner sei die Abbildung (-|-) : V2 — R gegeben durch

)= J LI
-1 4/1-9?
fur alle p,q € V. Zeigen Sie, dass durch (-|-) ein Skalarprodukt auf V definiert ist und wenden
Sie das Gram-Schmidt-Verfahren bezuiglich (-|-) auf {pg, p1,p,} an.

LOSUNGSVORSCHLAG

Dass die Abbildung (-|-) wohldefiniert ist, liegt daran, dass jedes reelle Polynom auf [-1,1] (nach
oben und unten) beschrankt ist, wodurch

1 0
< - .
I(plq)l Cp,q Jl m dy = Cpq [bEHLJ; — dx+a1£{1 l
b a a
x=—t . 1 . 1 1
= C lim f dt+ lim dv| =
p'q[ 0 V1-12 a—1-Jo /1 -y2 i’

=2Cp, alir?_ [arcsin (y)]zj(; =2Cp, ali)nln_arcsin(a) =CpyqT

hm

P‘I

Somit ist das uneigentliche Riemannintegral nach dem Majorantenkriterium konvergent. Die Sym-
metrie (S1) der Abbildung ist nun sofort klar, ebenso wie die Linearitat (52) nach der Linearitat des
Integrals. Die Positivitat (S3) folgt aus folgender Aussage, da der Integrand in (p|p) positiv und nicht
konstant Null ist, wenn p nicht das Nullpolynom ist:

Behauptung: Ist a <b und f : [a,b] — R stetig mit Lb |f(x)] dx = 0, so ist f(x) =0 fiir alle x € [a, ].

Beweis. Wir zeigen die Kontraposition der Aussage. Dazu nehmen wir an, dass f(x) = 0 fir ein
x € [a,b]. Insbesondere gilt dies auch fur ein x( € (4, b): Sind f(a) = f(b) = 0, so ist dies klar, ansonsten
sei 0.B.d.A. f(a) # 0. Im letzten Fall ist entweder f(b—;“) # 0 (dann wahle x; = %) oder f(b—;“) =0.

Dann existiert nach dem Zwischenwertsatz ein x, € (a, %) mit f(xg) = @ # 0. Setze € := |f(xo)| > 0.

Da f stetig ist, existiert ein 0 > 0 mit [xg— 9, xg + 0] C [4,b] (da x( ein innerer Punkt von [, b] ist) und

Vx e [XO - 5,X0 + é]

|f (x0) = f ()] <

N M

Insbesondere gilt fiir diese x
|f ()= 1f (x0) = (f (x0) = f (DI = |f (x0)| = |f (x0) = f (¥)| = & = |f (x0) = f (x)| > %

Wegen der Monotonie des Integrals folgt nun

b Xo—é X0+5 € b €
J |f(x)|dx>J de+J —dx+f 0dx=26-=-=08e>0,
a a Xo—(s 2 X0+(S 2

womit die Behauptung folgt. |

Nun verwenden wir die Notation aus Abschnitt 15.2. Es gilt
1
(polpo) = f_l + dy ='m.

Also ist by(t) = \/LE fur alle t € [-1,1].



Ferner ist

1 Y
by) = —— d
(pl 0) \/% i W y

Nach der ersten Rechnung dieser Aufgabe konvergiert das uneigentliche Integral in (p;|b;) nach dem
Majorantenkriterium. Da der Integrand punktsymmetrisch ist, gilt (p;|by) = 0. Des Weiteren ist

dx+ lim

0
x?
(p1lp1) 2 b_) 1+f T2 e i=y?

) in( ) ) —
_ a arcsinia : t t
= 2 lim Y dy y=sinlt) 2 lim sin’ () cos(t) )dt
a>l=Jo \J1-92 ° S_cos(r) a1-Jo cos?(t)
arcsin(a) H 3
= 2lim sin’(t) dt aupisatz 2J sin’(t) dt HML A6 T

In Aurcase 61 wurde das Integral iiber die Potenzen des Kosinus behandelt, durch die Symmetrie

gelten fiir den Sinus jedoch dieselben Werte. Also ist by(t) = \/%t fur alle t € [-1,1].

Ferner ist
_r

<p|b>=ify— = (prlpr) = Y
21bo Vi ) Jioy? v PP =73

\/5 1 }/3
by) = —J d
(p2| 1) P ) W y

Wie bei (p1]bg) sieht man, dass (p,|by) = 0 gilt. Fur alle t € [-1,1] gilt also

und

¢2(t) = pa(t) ~ (palbo) bo() — (palby) by () = 12 - %

Des Weiteren ist

2
O e
2162 = E—— =
-1 V1-y? - }) -1 4/1-79?
1 4 4
TC
- J ! = dy = (pilp1) + P0|Po J -
-14/1-7
sowie
1 4 0
y . x4
d = lim dy + lim
J-—l 1—y2 Y b—-1+Jp \/1— a—1- \/—
>0
. —
T g gim 2y R g gy [T s sl
=iJo yl-p? iy*COS(t) a=1-Jo cos?(t)
arcsin(a) L4
= 2 111'{1 Sln4(t) dt Haugsat22JZSin4(t) dt HM1:,A6] %)
a— 0 0



also .
(calea) = g-

Somit ist by (t) = \/g(zt2 _1)firalle t € [-1,1].
AurGaBE 6 (TutorIUM)

a) Berechnen Sie eine Orthonormalbasis von U = lin({v{,v,,v3}) € IR>, die Orthogonalprojek-
tion Px von x auf U, sowie den Abstand d(x, U) = min,cy [|x - p|| mit

1 2 0 1
1 0 0 2
1/1:0, vy = 1, V3 = 1, x=|3]1.
1 1 1 4
0 0 0 5

b) Losen Sie AurGaBE 5 mit dem (bekannten) Skalarprodukt (plg) = f_ll rw)q(y) dy.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir berechnen mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens (vgl. Abschnitt 15.2 der Vorlesung) ein
Orthonormalsystem B = {by;b,; b3}, welches U erzeugt, wie folgt:

_ "

P i
c

¢y = vy — (valby)by 2= ||Ci||
c

c3 =v3—(v3|by)by — (v3l|by)b, by = ||C_2||



Es gilt:

1
LY
logll = V12412412 = V3 =b =—|0],
31
0
2\ (1 1
1 3 ol |1| [-1
(valby) = —=(1-241-040-1+1-140-0)=—  =c,=[1|-|0]|=]| 1|,
V3 V3 1] |1 0
0o/ lo 0
1
e
lleall = V3 =b,=—| 1|,
310
0
0 1 1
0 1 -1
1 1 1 1
(v3lb1) = —=, (v3lby) = —= =c=|1|-=|0|-=| 1 |=
V3 \3 TR Er
0 0 0

el [12 \/Z 2 ] ?
C3: = _= — 3:_

9 3 43 3| 4

0

Nach Abschnitt 15.8 der Vorlesung ist die Orthogonalprojektion Px gegeben durch:

Px = (x|by )by + (x]by)by + (x|b3)b3

Wir berechnen:

7 2 6
(x]by) = —=, (x|by) = —, (x|b3) = —=
B V3 E
Es folgt:
1 1 -1 3
1 -1 0 5
7 2 1
Px:§O+§ 1 +g 1 258
1 0 1 13
0 0 0 0

Schliefilich ist nach Abschnitt 15.8 der Vorlesung:

d(x,U) = min|lx - yl| = ||x - Px]|
yelU

o NN O



Wir berechnen:

1 3 0
2 5 1
1 1 V228
x—Px=13 ~3 8|1==111, [|lx — Px|| = 3 ~ 5,03
4 13 -1
5 0 15

Wieder mit der Notation aus dem Abschnitt 15.2 der Vorlesung gilt:

1
(Polpo) = J ldy=2
-1

Also ist by(t) = % fur alle t € [-1,1].

Ferner ist

1 1
b :—J dy = 0.
(p1lbo) 7 _1y Y

t=1

1 3
_ 2 4 _|Y _2

t=—1

Des Weiteren ist

Also ist by (t) = \/gt fur alle t € [-1,1].

Ferner ist
1 (! V2 \/3 !
by) = — 2dy=—-— und by) = —f Sdy=o.
(p2lbo) \/ELJJ V=3 (p2lb1) 7 _132 Y
Also ist )
Cz(t):Pz(t)—(P2|b0)bo(t)—(P2|b1)bl(t):fz—g

fur alle t € [-1,1] und wegen

1 2 1
1 2 1 2 4 2 8
_ 2 - — 4‘_ - 2 - _Z_= s_ 2
(CZM_L(V 3) dy L Y s W=579757 5

ist by(t) = \/ 4 (£2 - § ) fiir alle £ € [-1,1].
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