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VORGEPLANKEL

In der Vorlesung haben wir den Darstellungssatz fiir 2rr—periodische Funktionen kennengelernt.
Im folgenden sind jedoch die Fourierreihen von auf [—7, 7t) definierten Funktionen berechnet und
auf punktweise Konvergenz gegen die jeweiligen Funktionen untersucht werden. Der Darstellungs-
satz, Sarz 16.2 gibt jedoch lediglich eine Aussage fir auf R definierte 2rt—periodische Funktionen.
Diesen Umstand umgehen wir dadurch, dass wir zunachst die betrachtete Funktion f : [-7, 1) - C
periodisch zu einer Funktion g : R — C fortsetzen. Wenn f stiickweise glatt ist, ist g dies auch und

wir erhalten insbesondere fiir alle t € (-7, v) die Konvergenz der zu g gehorigen Fourierreihe gegen
g(t+)+g(t-) f(t+)J2rf(t—)

. Das heif3t gerade, dass die zu f gehorige Fourierreihe in t € (-7, v) gegen

2
w konvergiert. AuSerdem gilt wegen der 2m-Periodizitat und der stiickweisen Stetigkeit von
4
" i) — N ek 162 8T + 8(-T-)
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Avurcask 7 (Usuna)
a) Berechnen Sie die reellen Fourierkoeffizienten der Funktionen fi, f, : [-7, 7t) — C mit
1

(i) fi(t) = {2_

0 sonst

(if) f2(t) = Isin(t)],
fur jedes t € [-m, m). Fiir welche t € [-1, r) konvergiert die jeweilige Fourierreihe? In
welchen t € [-7, 1r) stellt sie die jeweilige Funktion dar? Ist die Konvergenz gleichmaf3ig?

fur |t|<a, .. .
fur ein festes 0 <a <,

b) Berechnen Sie die folgenden Reihenwerte:

(o)

(i) Z sml({ak) fir ein festes 0 <a < T,
k=1

v 1
(i) ;41@—1’

(iii)
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LOSUNGSVORSCHLAG

a)

(i)

(ii)

Da f; eine gerade Funktion ist, ist by(f;) = 0 fur alle k € N. Fiir k = 0 ist

! TC -7 ! 2117_( a H,
Wélllelld 1[1"[ k S N

1
2akm

sin(ak)
akm

[sin(kt)]?

t=—a =

ap(f1) = %Jn cos(k-t)fi(t)dt = ﬁ Ja cos(kt) dt =

gilt.

Mit der Zerlegung {—7,—a,a, 7t} ist f; stiickweise glatt, also stetig differenzierbar auf den
offenen Intervall und die einseitigen Grenzwerte der Funktion und ihrer Ableitung an
den Intervallgrenzen existieren. Deshalb konvergiert die Fourierreihe fiir jedes t € [-7, 1)
gegen w Insbesondere stellt die Fourierreihe fur jedes t € [-1, ) \ {—a,a} die
Funktion f; dar, da f; dort stetig ist. Folglich kann die Konvergenz auch nicht gleichmafig
sein, da die Grenzfunktion unstetig bei —a und a ist.

Da f, eine gerade Funktion ist, ist by(f,) = 0 fur alle k € N. Fiir k = 0 ist
I I
ao(fr) = %J‘_n cos(0-t)|sin(t)| dt = %J; sin(t) dt = %[—cos(t)]ig = %
Fur ai(f,) mit k € N berechnen wir vorbereitend
J sin(t)cos(kt) dt = —cos(t)cos(kt)—k J cos(t)sin(kt) dt.

~————
u’ v

Fir k =1 ist also .
fsin(t)cos(kt) dt = ) cos>(t),

fur k > 1 fuhrt eine weitere partielle Integration auf

—cos(t)cos(kt)—k f cos(t)sin(kt) dt
—_———

= fsin(t)cos(kt) dt

—cos(t)cos(kt)—k (sin(t)sin(kt) -k J sin(t)cos(kt) dt)

1
k? -1

(cos(t)cos(kt)+ ksin(t)sin(kt)).

Damit folgt

1 (™ 2 (T
ar(f2) = Ef COS(kt)fz(l‘)dl‘Z;J0 cos(kt)sin(t) dt
-7
— [cos?m]_, =0 fir k=1,
= k
= lcos(t) cos(kt) + ksin(t)sin(kt) [l = —2 - = fiirk > 1.

Mit der Zerlegung {-m, 7t} ist f, stuckweise glatt, also stetig differenzierbar auf den
offenen Intervall und die einseitigen Grenzwerte der Funktion und ihrer Ableitung an
den Intervallgrenzen existieren. Deshalb konvergiert die Fourierreihe fur jedes t € [, 1)



gegen w Da die periodische Fortsetzung von f,, wegen f,(—m) =lim;_,,._ f,(t) =0,

stetig ist, stellt die Fourierreihe fiir jedes t € [-7, 1) die Funktion f, dar. Wegen

Z|ak fo)cos(kt) Séi%

ist die Fourierreihe nach Sarz 7.18 (2) aus HM I gleichmafig konvergent, da wir die
Summanden gliedweise und unabhangig von t nach oben durch eine konvergente Reihe
abgeschatzt haben.

:I

b) (i) Nach a) (i) gilt, dass die Funktion f; aulerhalb von +a mit ihrer Fourierreihe tiberein-
stimmt. Fur t = 0 ergibt sich also

1 = sin(ak
_fl _ﬁJFZ akn

k=1

also

(ii) Gleich wie in (i) folgt, dass

und somit

(iii) Laut Vorlesung lauten die Fourierkoeffizienten der Funktion f : [-7,t) — C, definiert
durch f(t) = t?, gerade

UJ

fur alle k € Z\ {0}. Nach Sarz 16.4 (1) gilt

AR =Y IfR =" 2 &

keZ k=1

Einsetzen von ||f|? = % . 25i5 liefert

4 4 0

TC TC 1

—=—4+38 —,

5 9 Z k4

k=1
wodurch sich durch Auflosen

— ==
P k 90

ergibt.
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AurGABE 8 (TuTORIUM)

Berechnen Sie die reellen Fourierkoeffizienten der Funktionen fi, f3 : [-7t,r) — C und die
(komplexen) Fourierkoeffizienten von f, : [-1, 1) — C mit

a) fi(t) =1,

b) fo(t)=e¥! fureinweC,

¢) f3(t) = sinh(t

fur jedes t € [-m, 7). Fur welche t € [-7, 1) konvergiert die jeweilige Fourierreihe? In welchen
t € [-m, ) stellt sie die jeweilige Funktion dar? Ist die Konvergenz gleichmafig?

LOSUNGSVORSCHLAG

a)

Da f; eine gerade Funktion ist, folgt bi(f;) = 0 fur alle k € IN. Es gilt

1 (" 2 (™
alfi= [ dr=2 | Crar=n
=Tt

sowie

a(f1) = %Jn |t|cos(kt) dt = %Ln tcos(kt) dt

-7

21 < 1 (7. _ 2 ~(-DF-1

= g([Etsm(kt)]t_O—EJ; sin(kt) dt)— 2 [cos(kt)]}Z, = 2T
————

=0

fir k € IN. Mit der Zerlegung {—1; 0; 7t} ist f; stickweise glatt, also stetig differenzierbar auf
den offenen Intervall und die einseitigen Grenzwerte der Funktion und ihrer Ableitung an den
Intervallgrenzen existieren. Deshalb konvergiert die Fourierreihe fiir jedes t € [-7t, 7t) gegen
w. Da die periodische Fortsetzung von f;, wegen f;(—m) =1lim;_,,._ fi(t) = 7, stetig ist,
stellt die Fourierreihe fiir jedes t € [-7, 71) die Funktion f; dar. Wegen

(o]

Zlak f1)cos(kt)| 4_Z 2k e

1

und der Konvergenz von } ;7 2k oz (Teil der konvergenten, positiven Reihe } ;7 #) ist die

)’
Fourierreihe nach Sarz 7.18 (2) aus HM I gleichmafig konvergent, da wir die Summanden

gliedweise und unabhéangig von t nach oben durch eine konvergente Reihe abgeschatzt haben.

Es gilt
(_l)k(ewn_e—wﬂ) ]
ck(f2) = LJH w-ik)t 44 = ) 2m(w-ik) ’ falls w = ik,
27 o L falls w = ik.

Mit der Zerlegung {—7; 7t} ist f, stiickweise glatt, also stetig differenzierbar auf dem offenen
Intervall und die einseitigen Grenzwerte der Funktion und ihrer Ableitung an den Intervall-

grenzen existieren. Deshalb konvergiert die Fourierreihe nach Sarz 16.2 fuir jedes t € [-7, 1)

f(t+)+f(t fz(t+)*2'f2(t—)

gegen T_) Wegen = f,(t) fur alle t € (-7, ) konvergiert die Fourierreihe dort



gegen f,. Damit nun die Fourierreihe in —7 gegen f, konvergiert, muss also
eV = fo=m) = lim fo(t) ="
gelten. Das ist genau dann der Fall, wenn
1 = ¥ = 2R (cos(2nTm(w)) +isin(2mIm (w))),

was nach AurGase 43 b) von HM I und der Injektivitdt und Positivitdt der reellen Expo-
nentialfunktion genau dann der Fall ist, wenn Im(w) € Z und Re(w) = 0. D.h., genau dann,
wenn w = im fiir ein m € Z gilt, konvergiert die Fourierreihe gegen f,. In diesem Fall ist die
Konvergenz wegen c(f,) = 0, wenn k # m, und daher

ch(f2)eikt — eimt

keZ

trivialerweise gleichmagig.

¢) Zunichst bemerken wir, dass Fourierkoeffizienten in dem Sinne linear sind, dass
celaf +g) = ack(f)+ck(g)

gilt. Insbesondere gilt dann

ck(f3) = Ck(l(e(')—e_(’))) = l(Ck(e('))—Ck(e‘(')))

2 2
b) (~1)k [e™—e™ B e —e ™\ (=1)Fsinh(m)k .
4w\ 1-ik L+ik | mw(k2+1)

Damit lauten die reellen Fourierkoeffizienten

(-1)k*12sinh(m)k

ar =0 und b = i(cp—c_y) = (k% +1)

fur alle k € Z. Nun ist f; bzgl. der Zerlegung {—, 7t} stiickweise glatt und daher konvergiert

fur t € [-m, ) die zugehorige Fourierreihe gegen w Wegen
f3(—m) = —sinh(m) # sinh(n) = tlim f5(t)
—T—

konvergiert die Fourierreihe nicht in —7 gegen f3 und daher konvergiert die Fourierreihe auch
nicht gleichmafig.

Aurcasg 9 (Usunag)

a) Sei f € Cper([-7, 7], C) differenzierbar mit f’ € Cpe([~7t, 7], C). Zeigen Sie

fky=ikf(k) VkezZ.

b) Sei f € Cper([~7, 7], C) unendlich oft differenzierbar mit fim e Cper([-7, 7], C) fiir alle
n € IN. Beweisen Sie, dass

suplk"f(k)|<oo  VneN.
keZ



LOSUNGSVORSCHLAG

a) Fur k = 0 gilt wegen der Periodizitdt von f

P(Wzﬁf_ Fydr=LTIE oo f0)

27

Fur k € Z\ {0} erhalten wir mit Hilfe von partieller Integration

- 1 (" - 1 - 1 (" i s
fiil=5- Lf’(t)el'“ dt = —[f(t)e ™ [+ Lfmikel’“ dt = ikf (k).
=0, da 2m-per.

b) Sei n € IN. Wenden wir die Formel aus a) fiir die Fourierkoeffizienten von ™ n Mal an, so
erhalten wir

—_—

Flk) = ikfr-D(k)=... = (k)" f(k)  (kezZ).

Wegen (") ¢ Cper([-70, 7], C) gilt supyc, |}T(?)(k)| < 00, denn: Aus Sarz 16.4 (bzw. auch 15.9)
folgt die Konvergenz von Y ;. |f(")(k)|?, also die Beschranktheit von der Folge (|f " (k)|*)rez
und somit auch von (|f " (k)|)rez. Somit gilt

sup [k £ (k)| = sup £ (k)| < oo.
keZ keZ

1

Dies bedeutet, dass die Fourierkoeffizienten schneller abfallen als jede Potenz von -

AurGase 10 (Tutorium)

Berechnen Sie die folgenden Reihenwerte:

1
D) G
(-DF
k2 +

e T

1N

b) fur ein festes a > 0.

>~
Il

1

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Nach Aurcase 8 a) lauten die Fourierkoeffizienten der Funktion f; : [-7t, 1) — C, definiert
durch f(t) = |t| gerade

0 fur k =2m,

ao(fi)=m, “k(fl):{_i firk=2m-1

mtk?

fur alle k € N. Da f; in allen Punkten durch ihre Fourierreihe dargestellt wird, gilt

T 4w 1
0=A0=5-2) Gu 1P

m=1



Folglich ist
2

= 1 T
Z(zm—l)f?'

m=1

b) Nach Aurcase 8 b) lauten die komplexen Fourierkoeffizienten der Funktion f, : [-7t,t) = C,
definiert durch f,(t) = ¥’ fur ein 0 = w € R, gerade

(-1)%(e¥™ —e¥™) _ (~1)*sinh(wn)
2nt(w —ik)  n(w?+k?)

ck(f2) =

(w +ik).
fur alle k € N. Mithilfe der Umrechnungsformeln fiir die reellen Fourierkoeffizienten erhalten

wir gerade

2(-1)*sinh(wm)k
t(w? + k2)

2(-1)ksinh(wmn)w
n(w?+k?)

b(f2) = i(cx—c—k) = -

ar(fa) = cx+eg =

fur alle k € IN. Damit gilt wegen der Stetigkeit von f, in 0 (und der stickweisen Glattheit von

f2)
[S.¢] . h . h 0o 3
1=£,(0)=co(fo) + 2: arl(fy) = sinh(wm) N 2ws1nn (wrr) Z ufz 1

2
Tw +
k=1 k=1 k

)k

und somit

i -1F 7 1
— w?2+k? 2wsinh(wrn) 2w?

Mit w = v/a folgt

i (1) _ n 1
— k?+a  2+asinh(van) 2a
Avurcask 11 (Usunc)
a) Folgt aus f € Cper([-7t, 7], C) und f differenzierbar, dass f’ € Cper([-7, 7], C)?
b) Wenn g: R — C 2mr-periodisch und differenzierbar ist, ist dann auch g’ 27m-periodisch?

c) Seien f : [-7, 7] — C differenzierbar mit f’ € Cper([~77, 7], C). Ist f € Cper([-71, 7], C)?

per

d) Seien g: R — C differenzierbar und g’ 27m-periodisch. Ist g 2rt-periodisch?
LOSUNGSVORSCHLAG
a) Definiere f : [-7, 1] = R vermoge

flx) = sin(t), falls —m<x<0,
o sin(2t), fallsO0<x<m.

Offensichtlich ist f € C,, ([, 7], C). Doch gilt
fllems) = =1 = =2 = f'(r),

d.h. insbesondere f’ & Cp,,([-1, 7], C).



b) Sei nun andererseits ¢ : R — C 2n-periodisch und differenzierbar. Dann gilt

¢(x+2m) = }lir%g(x+2n+h£—g(x+2n) _ }lzirr(l)g(x.q.h)_g(x)

= §'(x),
d.h., ¢’ ist auch 2m-periodisch.
c) Definiere f : [-7,t] - C, x — 2x — cos(x). Es ist
f(-m) = -2n+1 # 2n+1 = f(n),

d.h. f € Cper([-7, 7], €). AuBerdem gelten f’(x) = 2 +sin(x) und f'(-7) =2 = f'(n), d.h. f' €
Cper([_nl T(],(E).

d) Definiere g : R — C, x > 2x — cos(x). Mit c) folgt, dass ¢ nicht 27-periodisch ist, jedoch g’
2m-periodisch ist.

AurGase 12 (Tutorium)
Ist

i sin(kx)
= Vk

die Fourierreihe einer Funktion f € Cper([-7t, 7], C)?
Hinweis: Benutzen Sie die Besselsche Ungleichung.

LOSUNGSVORSCHLAG

Angenommen, es existierte eine Funktion f € Cpe([-7, 7t], C), deren reelle Fourierkoeffizienten durch
ar =0 (k € Np) und bk:\/il; ik:
Orthonormalsystem von Cpe ([, 7t], C) sind, folgt nach der Besselschen Ungleichung

(k € IN) gegeben seien. Da die Funktionen ¢; = €' ein vollstandiges

o . 1 i
k;'f(k)lz < ||f||2 = EI |f(x)|2 dx < oo,

—TC

da stetige Funktionen (wie x > |f(x)|?) Riemann-integrierbar auf kompakten Intervallen sind. Fiir
die Fourierkoeffizienten gilt

foy=0, f(k)= %(ak —iby) = —2%/%, f(=k) = %(ak +iby) = 2%/%

fir k € N. Wir erhalten
) K K K 1
¢ 2 _q; ¢ 2 _ s ¢ 2 F(_1V2) — 13 i
oo>kZ ()P = lim kZKIf(k)I = lim ;(If(k)l +If(RP) = lim ; E

Somit wirde die harmonische Reihe konvergieren, ein Widerspruch. Also existiert keine solche
Funktion.



