KARLSRUHER INSTITUT FOR TECHNOLOGIE SS 2016
INSTITUT FOUR ANALYSIS 13.05.2016
Dr. Christoph Schmoeger

Michael Hott, M. Sc.
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LOSUNGSVORSCHLAGE zUM 3. UBUNGSBLATT

Avurcase 13 (Usuna)

Zeigen Sie, dass der normierte Raum (C[a, b], ||||,) mit

b 3
it =( [ s dx) Vf eClab)
a
kein Banachraum ist.

LOSUNGSVORSCHLAG

Da wir auf [a, b] definierte Funktionen mittels f(x):= f(a+ (b— a)%) mit einer auf [-1, 1] defnierten
Funktion identifizieren konnen, dirfen wir ohne Einschrankung annehmen, dassa=-1und b =1
gelten. Wir definieren die Funktionenfolge

Jede dieser Funktionen liegt offensichtlich in C[-1,1]. Wir zeigen, dass die Folge eine Cauchyfolge in
(C[-1,1],||-1lp) ist. Fir m > n gilt

-1- nx » _% < X < m’
(m—n)x —L<x<l
fm(x)_fn(x)— 1m 1m
]- —nx s z < X < Hl
0 , sonst
Die Funktionen unterscheiden sich demnach nur auf [—%, %] und dort um maximal 1 Deshalb gilt

n 2 n—00
-l [17ar=2 2%

n

Wire (C[-1,1], ||-]|,) ein Banachraum, so musste nun die eine stetige Grenzfunktion existieren, gegen
die (f,,) in der |[|-||-Norm konvergiert. Eine Funktion, gegen die ( f,,) konvergiert, ist durch die unstetige
Funktion

-1 ,-1<x<0,



gegeben. Dies liegt an

2 noeo

1 1
If = fll5 = 2f (1-nx)? dx < 2'[ 1dx = P 0.
0 0
Gabe es eine weitere Funktion g, die dies erfuillt, so ware

If =gl < IIf = fulla + 1Ifs — gl —=> 0,

also ||f —¢l[> = 0 und somit auch

1
0=W—Q@=[Jﬂ@—ﬂmﬁ

Somit ist auch jeder Teil dieses Integrals 0, da der Integrand nicht-negativ ist. Ware g(x() = 1 fur ein
xo >0, so wire |f(x)— g(x)|* in einer Umgebung von x, positiv und das Integral somit ebenfalls (da g
stetig, vgl. Losung zu Aurcasek 5). Gleiches gilt fiir g(xg) = —1 fiir ein xy < 0. Also gilt g(x) = -1 fur
x < 0und g(x) =1 fir x > 0, womit g nicht stetig in 0 sein kann.

AurGase 14 (Tutorium)

2 2 4
a) SeiA=|-1 1 1 [. Berechnen Sie die Determinante von A, indem Sie
1 -1 -2

(i) die Regel von Sarrus verwenden.
(ii) nach der ersten Zeile entwickeln.
(iii) durch Spaltenumformungen einen Einheitsvektor erzeugen und nach diesem ent-

wickeln.

b) Berechnen Sie die Determinanten der folgenden reellen Matrizen.

103 0 1 2 3 4 4 1 1 a+1
0 13 -11 -1 0 1 1 110 2
AZlOO]l, B: , Ca:
3 -1 40 1 01 2
020 0 2 4 3 21 311 «a
1 03 1 1

Fur welche a € Rist C, regular?

LOSUNGSVORSCHLAG
a) (i) Die Regel von Sarrus liefert

det(A)=2-1-(-2)+2-1-1+4-(-1)-(-1)-4-1-1-2-(-1)-(-2)=2-1-(-1)
=—4+2+4-4-4+2=-4.

(ii) Entwickeln nach der ersten Zeile liefert

1 1
-1 -2
=2-((-2)-(-1))-2-(2-1)+4-(1-1)=-2-2=-4.

det(A) = (-1)1*1.2.




(iii) Es gilt

2 N
—
2 2 4 2 4 8
det(A) = |-1 1| 2|1 0 —1f PtedZ gl 8‘ -4
1 -1 -2 |1 0 0 o
b) Mit den Rechenregeln fiir Determinanten folgt:
1 03 0 O (-1) — (=) 10 3 0 O
01 3 -1 1 j (=2) 01 3 -11
det(A)=[1 0 0 1| - =0 0 -3 1| —--2)
020 0 2 + 00 -6 2 0 1+
1 03 1 1] &+ 0 0 0 1 1
10 3 0 0 1 0 0 O
01 3 -1 0 1 -1 1
=0 0 -3 1 =—-0 0 -3 1 1
0 0 0 -2 00 1
0 0 1 3 00 0 -2

Laut Vorlesung ist die Determinante einer oberen rechten Dreiecksmatrix gleich dem Produkt
der Diagonalelemente. Also ist det(A) = —6. Weiter gilt

1 3 4 1 45
1 11 1 0 0 240 j
detB)=| ol =l L s B2 Zo 2 qy.le1 7 30 o s
3 6 5 <—j+
4 3 21 4 3 6 5
0 18 11 18 11| —«1 |18 11
Entw. 1. S. 1+2 =
=l-1 7 3 | ~1)- = =54-99 = —45
GO0y, 1y ] l9 3

0 27 14

Zuletzt gilt
(-1) .

41 1 a+l] ¢ 1 00 101

110 2 1y |t 10 2
det(C) = - EW.2.5 qy2421p 1 )

1 0 1 1 0 1

2 1 a-2
311 a (1) s 201 a-2
10 0 L
11 1 | Pl A qyien =(a-4)-1=a-5,
1 a-4
2 1 a-4

womit C genau dann regular ist, wenn «a = 5 gilt.



Avurcask 15 (Usung)
Seien K € {IR;C}, a,b € R mit a < b und P die Menge aller auf [a, b] definierten K-wertigen Poly-

nome. Der Weierstrafische Approximationssatz lautet: Fiir alle stetigen Funktionen f € C([a, b]; K)
und alle € > 0 existiert ein Polynom P € P mit ||f — P||, < €. Zeigen Sie damit:

a) (P,||lle) ist kein Banachraum.
b) Fur alle f € C([a,b];K) und ¢ > 0 existiert ein g € C*([a, b]; K) mit ||f — gl < €.

c) Ist (f,)uen eine Cauchyfolge in C([a, b];K) beziiglich ||-||.,, so konvergiert (f,),en beztiglich
Il 1], wobei || - ||, wie in AurGaBe 13 definiert sei.

d) Fur alle f € C([a,b];K) und ¢ > 0 existiert ein ¢ € C*®([a,b];K) mit g(a) = g(b) = 0 und
If —gll2 <e.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Definiere f : [a,b] = K, x  sin(x). f ist offensichtlich (!) kein Polynom. Dann existiert nach
dem Weierstraflschen Approximationssatz eine Folge (P,),en von Polynomen, die auf [4, b]
bezuiglich || - ||, d.h. gleichméflig, gegen f konvergiert. Wie im Falle von R in HM I folgt,
dass wegen der Konvergenz (P,),cn eine Cauchyfolge bezuglich || - ||, ist. Da Grenzwerte
im normierten Raum (C[a,b],|| - ||») eindeutig sind, kann (P,),cn nicht gegen ein Polynom
konvergieren. Damit ist (P, |- ||.,) kein Banachraum.

b) Wegen P C C*®([a, b];K) ist die Aussage klar.

c) Sei (f,)nen eine Cauchyfolge in (C([a, b];K),|| - |le)- Da (C([a,b];K),|| - |loo) nach Vorlesung ein
Banachraum ist, konvergiert (f,),cn gegen ein f in C([a,b];K). Sei € > 0. Dann existiert ein

ng € IN derart, dass
€

=Sl < =

Vn 2 ng.

Dann gilt

1/2

£2 1/2
= ¢

—da

b 1/2 b
= fle = ([ - ax) < (i sikax) < (-

tur alle n > ny, wie zu zeigen war.
Bemerkung: Wie wir gesehen haben, impliziert Konvergenz bzgl. || - ||, Konvergenz bzgl. || -||,.
Die Umkehrung gilt jedoch nicht, wie man dem Beispiel von Aurcase 13 entnehmen kann.

d) Ahnlich wie in Aurcase 13 seien 0.B.d.A. 2 = 0 und b = 1. Seien f € C([0,1];KK) und ¢ > 0.
Definiere fur alle x € [0,1] und alle n € N

”f(%)xl fallsO<x<%
Ja(x) =1 f(x), falls % <x<1- % )
—nf(l—%)(x—l), fallsl—%gxgl

Offensichtlich ist f,, stetig und es gilt £,,(0) = f,(1) = 0. Zunéchst einmal berechnen wir

2 1
dx+J

1

-5

1
1 2

! dx.

wef (1)~ £ —ne=f (1-3)- f

n

1
Ify— fI2 = L o)~ f ()P dx = L




Es gelten

1

wf (1) F 0| <20flle und [nte- 1 (1) F@ < 2l

Das ergibt zusammen mit obiger Abschatzung

8
If =I5 < ZUFIR

Insbesondere gibt es ein 1y € IN mit

fno = fll2 <

N ™

Nach b) existiert nun ein § € C*([0, 1]; K) mit ||f,, — ¢ll < &. Definiere g(x) := g(x)—(1-x)g(0) -
xg(1). Dann erhalten wir
If =gl < IIf = fuollz +1lfuy = &ll2 + 111 =x)(O)l2 +[Ixg (LIl
€
< 5 g = 8lloo +18(0) = fig (O[T = xll2 +1g(1) = foy (DI-1Ix1l2

| —— R ———
Ny =&l g =8llo

wobei wir im letzten Schritt die Abschatzung ||h||, < V%To“h““’ sowie f, (0) = f,,(1) = 0 verwen-
det haben. Mithilfe von

1 1
1
||x||§ :f x?dx == :J (1 —x)2 dx =1 —x||%
0 3 Jo

und der letzten Abschdtzung erhalten wir schlieilich

| ™

£ 2 2¢
- < + =+ — - g oo<_+2'

wie zZu zeigen war.

AurGase 16 (Tutorium)

Fur a € R sei das reelle lineare Gleichungssystem A,x = b, gegeben durch:

(a=2)-x+ (a-1)-y— (a-1)-z= 0
(6-3a)-x+ (a? —1) v+ (a-1)-z= 0
y-

2—0(—2)X+0(( 1)- ala-1)-z=a-1.

(a
a) Berechnen Sie die Determinante der Koeffizientenmatrix A,.

b) Finden Sie fur diejenigen a, fir welche obiges Gleichungssystem eindeutig losbar ist, die
Losung mittels der Cramerschen Regel.



LOSUNGSVORSCHLAG

a) Esgilt

—

—

a-2 a-1 —(a-1) 1 1 -1

det(A,)=| 3(2-a) (a+1)(a-1) (a-1) =(a-2)(a-1)?%| -3 a+1 1
(a=2)(a+1) ala—1) —a(a-1) a+l a -«

0 0o -1
—(@-2)(@-1)2-2 a+2 1 Entw:.3.S.(_1)“3_(_1).(0{_2)(0(_1)2 -2 a+2

1 0 -a 1 0

=(a-2)(a-1)*(a+2).
Die Matrix A, ist also invertierbar fur alle € R\ {-2, 1, 2}.

b) Cramersche Regel: Ist A € K" invertierbar, A = (ay,...,a,), so sind die Komponenten der
Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b (mit b € K") gegeben durch

det(al,...,aj_l,b,ajﬂ,...,an) '

Um die Losung des gegebenen linearen Gleichungssystems zu berechnen, benotigen wir also
die folgenden Determinanten:

a-1 —(a-1)

Dy:={ 0 (a+1)(a-1) a-1 =(a-1)
a-1 ala—1) —a(a-1)

a-2 0 —(a-1)
Dy:=| 3(2-a) 0 a-1 =—(a-1)
(a=2)(a+1) a-1 -a(a-1)

a—2 a—1 0
D;:=| -3(a-2) (a+1)(a—-1) 0 =(a—-1)
(@ =2)(a+1) ala-1) a-1
=(a-1)%(a-2)(a+4).

-3(a-2) (a+1)(a-1)

a-2 a-1 ‘

Fur die Komponenten des Losungsvektors folgt also

Dy (@-1a+2) a-1
T det(Ay) (@-2)(a-1)2(a+2) a-2
D,  2a-12%*a+2) 2

27 Qet(A,) (@-2)(@-1)2(a+2) a+2

Dy (a-1)*(a-2)(a+4) a+4
BT det(Ay) (@—2)(@-12(a+2) a+2




Avurcase 17 (Usung)
Sei K € {IR; C}. Zeigen Sie:

a) Fur jede stetige Funktion f € C(IR;K) gibt es eine Folge von Polynomen, die auf R punktwei-

se gegen f konvergiert. Hinweis: Verwenden Sie den WeierstrafSsschen Approximationssatz.

b) Ist f : R — K eine Funktion und gibt es eine Folge von Polynomen, die auf IR gleichmafig

gegen f konvergiert, so ist f bereits selbst ein Polynom.

LOSUNGSVORSCHLAG

a)

Sei f € C(R;K). Nach dem WeierstrafSschen Approximationssatz gibt es zu n € IN ein Polynom
P, derart, dass
sup |f(x) = P (x)] <

|x|<n

N

gilt. Dann gibt es zu x € Rein N € N mit N > x. Es gilt dann fir allen > N

|f (%) = Py (x)| < sup [f (¥) = Fa(p)] <

lyl<n

I |-

Insbesondere konvergiert (P,),cn punktweise gegen f.

Sei f : R — K eine solche Funktion, dass es eine Folge (P,),cn von Polynomen gibt, die auf R
gleichmafig gegen f konvergiert. Insbesondere ist (P,),en Cauchy beziiglich ||+ ||, := supg| |-
Sei ny € IN derart, dass fur alle n > n

||, _Pno”oo = sup|P,(x) _Pno(x)l <1

x€R

gilt. Offensichtlich ist Q,, := P, — P, ein Polynom, welches wegen [|Q,[l., < 1 konstant sein
muss (!), d.h., Q, = ¢, fir eine reelle Folge (c,),en- Da (¢;,)nenw wegen |c;, — ¢l = |IP; — Pulloo
eine Cauchyfolge und daher gegen ein c € K konvergent ist, konvergiert (P,),cn gleichmafig
gegen P, +c. Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes gilt f = P, + c. Insbesondere ist f ein
Polynom. Bemerkung: Wir haben verwendet, dass der Satz von Bolzano-Weierstrafl auch in C
gilt. Dieser lasst sich analog zum reellen Fall beweisen.

Bemerkungen:

(i)

(i)

Im Gegensatz zum Satz von Taylor muss eine Funktion nicht differenzierbar sein, um durch
ein Polynom approximiert werden zu konnen. Auflerdem approximiert das Taylorpolynom im
Falle der Konvergenz die Funktion lediglich innerhalb des Konvergenzbereichs der Taylorreihe.

Eine Taylorreihe konvergiert niemals auf ganz R gleichmaflig gegen eine Funktion, es sei
denn, sie ist bereits ein Polynom. Dies widerspricht nicht dem Fakt, dass es Taylorreihen
mit Konvergenzradius oo gibt (z.B. exp, sin, etc.). Diese konvergieren lediglich auf Kompakta
gleichmaflig.



AuUrGABE 18 (TuTOoRIUM)
a) Sein €N und z € C. Berechnen Sie die Determinante der Matrix

1+ 22 z 0 0
z 1+2? z 0
0 z 1+22 z 0 :
Bu(z)=| Do e
0 z 1+2? z 0
: 0 z 1+2? z
0 0 z 1+ 22

b) Sei b € R®\ {0} fest. Berechnen Sie fiir die lineare Abbildung

T:R? >R Ta=axbh,

(i) die Adjungierte T,
(ii) Kern(T),
(iii) Bild(T).

Hinweis: Verwenden Sie AUFGABE 1 a).

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Sei z € C beliebig. Fiur n =1 gilt:
det(By(z) = [1+22| =1+2°
Fur n =2 gilt

1+22 z

2 =(1+22)2 -z =1+222+2* -2 =1+2%2+ 7
z 1+z

det(B,(z)) =




Fir alle n > 2 gilt nach dem Determinantenentwicklungssatz

1+z2  z 0 0
z 1+2? z 0
0 z 1+22 z 0
det(B,(z)) = e ¢
0 z 1+2° z 0
f 0 z 1+2% z
0 0 z  1+2z?
1+z2  z 0 0
z 1+2? z 0
0 z 1+z2 z 0
= (1+2?)
0 z 1422 z 0
: 0 z 1+z22 2z
0 0 z  1+z2?
z 0 0 0
z 1+2° z 0
0 z 1+2> z 0
—z|: e Cn=Dx(n-1)
0 z 1+2° z 0
: 0 z 1+2? z
0 0 z 1+2?
= (1+2%)det(B,_1(2))
1+22  z 0 0
z 1+2? z 0
0 z 1+2% z 0
_22
0 z 1+2? z 0
: 0 z 1+2? z
0 0 z 1422
= (1+2%)det(B,_1(2)) - 2° det(B,_»(2))
Es ist etwa:

det(B3(z))

(1 + z%)det(B,(z)) — 2> det(B;(z))
2

1+25)1+2°+2Y)-221+25) =1 +25)(1 +2%)

4

1+z%2+z%+2°

c C(n—l)x(n—l)

c C(n72)><(n—2)



Dies legt die Vermutung
n

det(B,(2) = ) 2"

m=0
fur alle n € IN nahe. Diese beweisen wir per Induktion:
IA (n=1, n=2): Siehe oben.
IS: Es sei n € IN. Firr alle k < n gelte die Behauptung (IV)

k
det(Bi(z)) = Zzzm.

m=0
0O.B.d.A. ist n > 2 (ansonsten benutze (IA)). Dann gilt fur n+ 1:

det(By1(2) = (1+2°)det(B,(2)) - 2> det(B,1(2))

n

ol (1+2%) Zzzm —z? Zzzm

m=0 m=0
n n—1 n—1
_ Zzzm 422 2 L2m _ 2 Z2m
m=0 m=0 m=0
n n+1
— ZZm + 22(n+1) — ZZm
m=0 m=0
(i) Seien a,c € R3. Es gilt:
(Talc) = (axblc) 1710 det(a, b, c) 172 —det(c,b,a) 1710 —(c x bla) G (a|—Tc)=(a|T*c)

Alsoist T*=-T.
(ii) Nach 17.11 (5) gilt fiir alle a € R®

0=Ta=axb o a,blinear abhangig,

also ist Kern(T) = lin({b}).
(iii) Nach Aurcase 1 a) gilt Bild(T) = Kern(T*)+. Mit (i) und (ii) folgt

Bild(T) = Kern(T)* =lin({b})* ={a € R®: (alb) = 0}.
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