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HOuERE MATHEMATIK Il FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOSUNGSVORSCHLAGE ZUM 5. UBUNGSBLATT

Aurcask 25 (Usung)
Sei n € N. Die Matrix A € C"™" habe die Spektraldarstellung

Ax = APx VYxeC"

r
i=1
mit paarweise verschiedenen Ay,..., A, € C und Orthogonalprojektionen P, ..., P, derart, dass

'y P =1,, wobei I, die Einheitsmatrix in C"*" sei, und PP = 6;;P;. Zum Beispiel liefert der

SPEKTRALSATZ FUR HERMITESCHE MATRIZEN (18.8) eine solche Darstellung. Dann definiert man
fur eine Abbildung f : 0(A) :={A;;...; A} = C den sogenannten Funktionalkalkiil ©4(f) e C*",

welcher durch

Dp(f)x = ) f(A)Rx VxeC"

eindeutig festgelegt wird. Zeigen Sie fur f,g: 0(A) > C, a € C:
a) Py(idg(a)) = A, Pa(Ly(a)) = I,, wobei 1,4y die konstante Einsfunktion auf o(A) sei,
b) Da(f Q) = Pa(f) DPa(g), d-h. Dy ist multiplikativ,
c) Pu(f +ag) =Da(f)+aDy(g), d.h. Dy ist linear,

d) v ist Eigenvektor von A zum Eigenwert A = v ist Eigenvektor von ®,(f) zum Eigenwert

f(A)’
e) Du(fog) =Dy, (f)-

Anmerkung: Anstelle von ®@4(f) schreibt man auch einfach abkiirzend f(A).

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir wollen kurz darauf eingehen, wie wir aus dem Spektralsatz fiir hermitesche Matrizen 18.8
die obige Spektraldarstellung erhalt. Sei dazu A selbstadjungiert und {uy;...;u,} eine Basis von
Eigenvektoren mit zugehorigen Eigenwerten py,..., 4, € R (!). Ohne Einschriankung konnen wir die
Eigenvektoren und Eigenwerte so anordnen, dass py = pip = ... = pi, Piis1 = oo = Piyy oo lhi_ 41 =
c = Py SOWIE i # Iy, und i; < iy fur j <k fur ein r € N, r <, gelten. Das heifit wir gruppieren die
Eigenvektoren nach den zugehorigen Eigenwerten. Dann gilt furalle 1 <j<r

Eq(pi}) = Iin({ui_115..5u5}),

wobei wir i := 0 und i, := n setzen. Da {uz‘j,1+11-~-}“ij} als Teilmenge eines ONS selbst wieder ein
ONS und damit eine ONB von E(p;,) ist, liefert Sarz 15.8 uns jetzt, dass die Orthogonalprojektion



PEA(#ij) auf EA(,ui],) durch

o

PEA(IMJ-)X = Z (x|uk)1/lk = Z Phn({uk})x VxeC"
k=ij71+1R’J k=i_j+1
Phn [uk}
fur alle 1 < j < r gegeben ist. Wir definieren nun furalle 1 <j<r

Aj = i Bi= Beyg):

Nach 18.8 gilt

Ax = Zyl (x|u;)u Zyz Z (x|up)uy = i/\ijx,
=1

=1 k=i;_;+1

wie wir gerade zeigen wollten. Eine wichtige Eigenschaft der Projektionen ist P,P; = 9;;P;, da die
Eigenraume nach Voraussetzung orthogonal zueinander sind. Auflerdem gilt nach Sarz 15.1

ZfP] = Z Z Phn ({ueh) Zplm = 1w
j=

j=1k=i;_1+1

da {uy;...;u,} eine Orthogonalbasis von C" ist. Wenden wir uns also den eigentlichen Aufgaben zu.
Seien dazu f,g: 0(A) — C Abbildungen und a € C sowie x € C".

a) Es gelten

r

r
Dy (idg(a))x = Zida(A)(/\i)Pix = Z/\ipix = Ax

i=1 i=1

.
Lya))x = ZPix =x
i=1

und

nach Voraussetzung an die P,.

b)

Du(f -g)x
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- Z FA)P(Da(g)x) = Pa(f)Palg)x

i=1

Dabei konnen wir im Schritt von der ersten zur zweiten Zeile die Indizes i <> j wegen des
Faktors ¢6;; beliebig tauschen.

c) Die Linearitat nachzurechnen, sei dem Leser tiberlassen.



d) Sei v Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Dann gilt fiir alle 1 < j < r wegen der Linearitit von

P; und wegen P;P; = 6;;P;

r
APv = PiAv = ) ABPx = A;P.

i=1

Ware A = /\j fur alle 1 < j <, so galte (A - /\j)Pjv =0furallel <j<r dh, Pjv = 0 fur alle
1 <j <r. Dann gilte aber auch 0 = }'!_, Pjv = v nach Voraussetzung, ein Widerspruch dazu,
dass ein Eigenvektor als zum Nullvektor verschieden vorausgesetzt wird. Also existiert genau
ein 1 <j<rmit A=A, dadie A; paarweise verschieden vorausgesetzt werden. Fur alle i # j
gilt dann mit gleichem Argument wie oben P;v = 0. Insbesondere gilt

Damit erhalten wir

D4(flv = Pa(fIPw = ) FRPY = fF())Pv = f(A)),

i=1
d.h. gerade, dass v Eigenvektor von @, (f) zum Eigenwert f(A;).

Achtung: Die Umkehrung gilt nicht im Allgemeinen: Ist A := (1 0

0 0) und f := Tg,1), so gilt

Dy(f) 2 I,. Dannist v := (i) Eigenvektor von @4(f) zum Eigenwert 1, aber wegen Av = ((1)) #
Av fur alle A € C v kein Eigenvektor von A.

e) Sei x € C". Zunichst hat ®4(g) nach Definition die Spektraldarstellung ®4(g)x =Y ;_; g(A;)Px,
weshalb wir

Dp(foglx = ) f(QANPx = Doy, g)(f)x
i=1

erhalten.
Bemerkungen:
a) Neben den bereits genannten Eigenschaften, besitzt der Funktionalkalkil noch weitere. Sei im
Folgenden A selbstadjungiert.

* Mit leichter Rechnung erhalten wir @, (f)* = ®,(f). Insbesondere ist @, (f) genau dann
selbstadjungiert, wenn f reell ist.

* @4(f)ist genau dann positiv semi-definit, wenn f > 0 gilt.

* ®,(f)ist normal.

* 0(M) sei fiir eine Matrix M € C"™" die Menge aller komplexen Zahlen A, fir welche A - A
nicht invertierbar ist. 0(M) wird auch Spektrum von M genannt und ist im Fall von endlich-
dimensionalen Vektorraumen gleich der Menge aller Eigenwerte. Mit dieser Notation

gilt der Spektralabbildungssatz o(®P4(f)) = f(0(A)), oder in unserer oben eingefiihrten
Kurzschreibweise:



b) Wegen der endlichen Dimension von C" ist der Funktionalkalkil durch die Linearitat, die
Multiplikativitat und ®,(idg(4)) = A sowie @(1,(4)) = I, eindeutig festgelegt. Denn es gilt
zunachst fur alle k € N

Dy (id 1) = Palidg(a) = A*

mit A% :=1,, idg(A) :=15(4) und damit fiir jedes Polynom P

Nun ist jede Funktion auf o(A) durch endlich viele Werte f(Ay), f(A;), ..., f(A,) eindeutig
festgelegt. Daher ldsst sich ein eindeutiges Polynom maximal (r — 1)-ten Grades bestimmen,
welches an der Stelle A; den Wert f(1;) annimmt. Das heifst aber gerade, dass die Menge aller
Abbildungen von o(A) nach C gerade die Menge aller Polynome vom Grad < r —1 ist. Damit ist
@, durch ®(A)(P) = P(A) bereits eindeutig festgelegt.

AurGaBE 26 (TutorIUM)
a) Sei p > 0. Untersuchen Sie

W[t
o=
|
W= W|—
[68] 18]
I W|—W|—

auf Definitheit.

b) Bestimmen Sie mithilfe des Funktionalkalkiils (siche AurGaBE 25)
e PA

= W und S :=-Spur(plog(p)).

p:
Anmerkung: p heif3t in der Physik Dichtematrix und kgS die Entropie.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir bestimmen zundchst das charakteristische Polynom von A. Es gilt

5 1 1
g—/\ -3 -3 j* 2-2 A-=-2 0
pat) = | -3 3-A -3 (=1) 9-1) -3 3-14 -3
1 1 5 — —
Lol sy (J 0 A-2 2-1
w. 1. Spal 5 1 1
Entw. 1. Spalte (2—/\)[(——/\)(2—/\)+—(/\—2)]——(/\—2)2
3 3 3
= —(A-2)%(A-1)

D.h., die Eigenwerte von A sind 1 und 2 und damit ist A positiv definit.

b) Wie in AurGase 25 bendtigen wir zunéchst die Spektraldarstellung von A. Dazu bestimmen
wir Eigenvektoren von A. Es gelten

2 1 _1 L

(1) = Kern(A Iy = Kern( 3 2 3] =und| 2]},
= ern — = ernl| —= 5 —5 = l1in =
A > 1A 7 ¥
3 3 3 \6



und

1 1 1 L 1

(2) ( ) ( SRS A ) = lin( ¢ 4
EA(2)=Kern(A-2I3) =Kern(|-3 -3 -—-%[)=lin —-= I,Il—-==1%).
/ : 11 it

3 3 3 S 0

Nun berechnen wir die einzelnen Spektralprojektionen auf die jeweiligen Eigenraume:

1
75 Lol
po—p | Ll L ay_|1 11
1= PB4 — \{5 (\/3 V3 \@)_ 33 3
75 33 3
A 5l
P, =P — \f (L 1 _L)_{_ _\/? (L _1 ())
2=h=l v |\ v Wt T
101 _1y (L _1 gy (2 _1 _1
S I S
o IR B e N el I
3 "3 3 00 0) \-3 -3 3

Leichter erhalten wir P, durch die Identitiat P; + P, = I3. Damit erhalten wir

2 _1 1
3 3 73
Byl 2 _1l]e2p
e "+ 3 3 3 €
L1 2
3 73 3

Spur(e_ﬁA) = e P 4202

(DI
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S
I
—_——

W] =G| —
W= ==
W] Q| =] =

sowie
L1 1 2 _1 _1
e [Tt (5T | e
~ Spur(eP4) |7 f fleP+2e2 | T 3 FlePr2e?F
3 3 3 3 73 3
A25e) e P0) _ _
loglp) =" @allogo ) = @A) log(e T + 26 )ty
AZéc) —BA - log(efﬁ + 2e72ﬂ)I3
e B 406 2b
plog(p) = m(—/ﬁA—log(e +2e )13)
Funktionalkalkil — 12 =T (Ple—ﬁ+P2e‘2/5)(_/3P1 —ZﬁPz—log(e‘ﬁ+2e‘2ﬁ)I3)
e P +2e
PiPj=0i; b 1 -p -2 B P —2p —2p
= —_ﬁ—z_zﬁ[(ﬂ+log(e +2e ))Ple +(2ﬁ+log(e +2e ))Pze ]
e P +2e



Wegen Spur(P;) =i in unserem Beispiel und der Linearitdt der Spur erhalten wir schlieSlich

S

~Spur(plog(p))
- m [(/3 +log(e™’ + Ze_zﬁ))e_ﬁ + (Zﬁ +log(e P + 2e_2ﬂ)) 2e‘2/3]
B (e‘ﬁ + 4e‘2ﬁ)
e P +2e2P
2B
ef +2

= log(e P +2¢72F) +

= log(1 +2e7P) +

Aurcask 27 (Usunc)

Seien 7 eine Indexmenge, n € IN und seien A, B,A; CIR" fiir i € 7. Zeigen Sie:

a) Sind A und B offen, so auch AU B und AN B. Ist A offen und B abgeschlossen, so ist auch
A\ B offen.

b) Sind A und B abgeschlossen, so auch AU B und A N B. Ist A abgeschlossen und B offen, so
ist auch A\ B abgeschlossen.

c¢) Sind alle A; offen, so auch | J;c7 A; (sieche Aurcase 3a) in HM 1 ). Sind alle A; abgeschlossen,
so auch (N;c7 A;.

LOSUNGSVORSCHLAG

a)

Seien zunachst A und B offen sowie xy € AUB. Dann ist xy € A oder x( € B und da beide Mengen
offen sind, existiert ein » > 0 mit U,(xy) C A C AUB oder U,(xy) C BC AU B, womit AU B offen
ist.

Seien nun A und B offen sowie xq € ANB. Dann gilt xy € A und x, € B, womit ry, r, > 0 existieren
mit U, (xg) € A und U,,(xg) € B. Mit r := min{ry, r,} gilt also U,(xg) € AN B, womit AN B offen
ist.

Sei nun A offen und B abgeschlossen. Dann ist per Definition B¢ := IR"\ B offen. Nach HM 1 gilt

A\B=ANBC"

und da wir eben bereits gezeigt haben, dass der Schnitt zweier offener Mengen offen ist, gilt
dies insbesondere fur A \ B.

Seien zunachst A und B abgeschlossen. Um zu zeigen, dass A U B abgeschlossen ist, zeigen wir,
dass (AU B)®, das nach den DeMorganschen Regeln mit A N B iibereinstimmt, offen ist. Da
A€ und BC offen sind, folgt dies aus a). Um die Abgeschlossenheit von A N B zu zeigen, weisen
wir die Offenheit von (A N B)¢ nach, das mit A U B¢ iibereinstimmt. Die Offenheit davon folgt
wieder mit a).

Sei nun A abgeschlossen und B offen. Es gilt

A\B=AnNB"
und letztere Menge ist nach dem bereits gezeigten abgeschlossen, da A und B¢ abgeschlossen
sind.

Seien alle A; offen und xy € ;7 A;. Somit ist x € A;, fur mindestens ein iy € Z, womit ein
r > 0 existiert mit U,(xg) € A;, € U;cr Aj. Damit ist | J;c7 A; offen.



Seien nun alle A; abgeschlossen, d.h., alle AiC offen. Dann gilt nach Aurcage 3a) auf Ubungs-
blatt 1 in HM 1
[

=

C

- UAiC'

i€l

welches wegen Obigem offen ist. Damit ist ();.; A; nach Definition abgeschlossen.
AurGABE 28 (TuTorIUM)
a) Uberpriifen Sie die nachfolgenden Mengen auf Offenheit und Abgeschlossenheit.
(i) My := {(x,y) eR?:0<x?+5y%< 1}
(i) My :={(3 5%2) € R?:n e N}U{(0,0)}
b) Geben Sie je ein solches Beispiel einer Funktion f : IR> — R? an, dass

(i) das Bild einer (speziellen) offenen Menge O C IR? unter f nicht offen ist,

(ii) das Bild einer (speziellen) abgeschlossenen Menge A C IR? unter f nicht abgeschlossen

ist.
LOSUNGSVORSCHLAG
2 2
a) (i) Sei (xg,y9) € My, d.h, 0< x% + 53}5 < 1. Definiere a := ;&ﬁ‘:;s;zo) und wahle
0 0

5 min({@;@;w& Dol (Va —1>|yo|}).

Fiir alle (x,v) € Us((x0,90)) € Us(xo) x Us(vo) gilt

2 2
x5+5
X0 Yo

< (1ol = 8) + 5(Iyol = 8)* < (Ixol = Ix = x0) + 5(Iyol = |y = pol)* < x* + 59

<(Ixol + 1x = x01) + 510l + [y = 9ol)* < (1ol + 6)* + 5(|yol + 6)* < a(x§ + 5;)

1+x3+5y2
:M< 1
5 <1

Damit ist M; offen. Andererseits ist M; nicht abgeschlossen. Betrachte dazu (ay)xen =
((21—k, 0))ken- Dann ist (ﬁ,O) € M, fur alle k € N, aber limy_,,, a; = 0 ¢ M;. Also ist M nicht
abgeschlossen, nach der Charakterisierung abgeschlossener Mengen aus dem Abschnitt
19.2 der Vorlesung.
Anmerkung: Man kann auch mit der Abgeschlossenheit des Komplements

ME 20U {(xy) e R2x + 597 > 1)

begriinden, dass M; offen ist

(ii) M, ist abgeschlossen: Sei ((xx, Vx))ken eine (in R?) gegen (x,, vo) konvergente Folge in M,.
Fall 1: Fur alle € > 0 existieren unendlich viele k € IN mit (xg, vx) € U(0,0), d.h., (0,0) ist
Haufungspunkt von ((xk, vx))x- Dann ist wegen der Konvergenz von ((xx, vx))x (0,0) der
Grenzwert von ((Xx, Vx))x, welcher andererseits (x(, ) ist. Insbesondere liegt also (xg, v
in M2
Fall 2: Es existiert ein ¢ > 0 derart, dass ab einem gewissen Index k alle (xx, vx), k > ko,
nicht in U,(0,0) liegen. D.h., ||(xk, vx)|| = € > 0 fur alle k > k, also wegen der Stetigkeit der



Norm auch |[|(xg,yg)l| = € > 0. Also gilt xy # 0 oder yy = 0. Dann gibt es fur alle k € N ein

1

e ) gilt. Ist nun x4 = 0, so gilt

ny € N derat, dass (xg, yx) =

1 .1
— = lim — = lim ny.
X0 k—oo Xj k—co

Da n € N fiir alle k € IN folgt n( := xl—o € IN aus der Definition der Konvergenz (!).

Auflerdem folgt

v = li 1 1
0o = lim — =—,
k—co an 2n0

d.h., (xg,99) = (nlo > 2) € M,. Mit einem sehr dhnlichen Argument erhalt man im Fall

o # 0 (x0,%0) € M,.
Auf der andere Seite ist M, nicht offen: Wahle die Folge (xk, k) := (1 + 5 2 + ) Z M,

tir alle k € N. Dann gilt limy_, o, (xg, vx) = (1, %) D.h. insbesondere, dass aufgrund der
Konvergenz fiir alle € > 0 ein solches k € IN existiert, dass U,(1, %) > (xk, k) € M,. Also gilt
fiir alle € > 0 U (1, 5) &€ M,.

Anmerkung: Wie in der 7. Saaliibung in HM 1 fiir Teilmengen von IR gezeigt, gilt auch fiir
Teilmengen A von R", dass A genau dann offen und abgeschlossen ist, wenn A € {0;IR"}.

b) (i) Sei f : R> — IR? gegeben durch f(x,y) = 0 fiir alle (x,y) € R?. Dann ist das Bild jeder
offenen Teilmenge von R? (zum Beispiel IR? selbst) gerade {0}, also nicht offen.
Alternativ sei f(x,y) = (sin(x),cos(y)) fiir alle (x,) € R2. Dann ist das Bild der offenen
Menge IR? (oder auch (-27,27)?) unter f gerade [~1,1]?, also nicht offen.

(ii) Sei f : R? — IR? gegeben durch f(x,y) = (e*,e¥). Dann ist das Bild der abgeschlossenen
Menge R? gerade (0, )2, also nicht abgeschlossen.

Aurcask 29 (Usunc)

Es sei D := U;((0,0))\{(0,0)} € R%. Untersuchen Sie jeweils fiir die angegebene Funktion f ob

der Grenzwert " 1)111(1 f(x,v) existiert und bestimmen Sie diesen gegebenenfalls.
)=

a) f:D->R, (x,y)Hm

2 ’
e¥” cos(xyp)
xk—l k+3 ko k+2

b) f:D—>R, (%)~ 552 fireinkeN,

6x2k+2 +4y2k+2

) f:DoR, (x3) - (1—elx+y)¥/ ).

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Voraussetzung: Sei f : D — R definiert durch f(x,p) := ;‘LS(}’))
e¥” cos(xy
Behauptung: Es gilt lim(y, ) (0,0) f (%, ) =
Beweis: Sei (wy,)eN = (xn,yn)ne]N eine Folge in D mit w,, — (0,0) fiir n — oo, das heifst x,, - 0

und y,, — 0 fur n — oo. Fur alle n € IN gilt

sin(x;y,,)

ey'zl Cos(xnyn)'

f(wn) = f(xnryn) =



Ferner haben wir

. 2 .
lim e¥" =1 = lim cos(x,y,).
n—00 n—-o00

Aus der Stetigkeit des Sinus und sin 0 = 0 folgt damit insgesamt

If (w,)| =0

fur n — co. Somit existiert limy,y) (0,0 f (x,¥) = 0.

. L. xk—l k+3+xk k+2 .
b) Voraussetzung: Sei f : D — R definiert durch f(x,y) := MZ}ZT@%” mit k € IN.
Behauptung: I)m? f(x,v) existiert nicht.
0,0)
Beweis: Es gllt
1 2 (l )2k+2 1
lim (—,—): lim " =lim - =—
n—oo n n

Fur jedes x € R und y = —x gilt fiir jedes k € N

xk—lyk+3 + xkyk+2 — (_1)k+3x2k+2 + (_1)k+2x2k+2 — (_l)k+2(_x2k+2 +x2k+2) -0.

Folglich ist
lim f(l,—l) = lim 0 =0.

n—0o0 n n n—00
Wegen (1/n,1/n) — (0,0) und (1/n,—-1/n) — (0,0) fir n — oo und % # 0, existiert daher

lim f x, ) nicht.
(x,)—=(0,

c) Voraussetzung: Sei f : D — IR definiert durch f(x,p) :=(1 —e|x+y|)X/" 77,

Behauptung: 1)1rr(1 f(x,v) existiert nicht.
x,9)—(0,0)

Beweis: Es gllt
11 2\
lim f(—,—): lim (1——6)2 —e

n—oo0 nn n—00 n

lim f(—l,—l) = lim (1 - %)_E — e
n—o00 n n n—o00 n
Wegen (1/n,1/n) — (0,0) und (-1/n,—-1/n) — (0,0) fir n — co und e® # e existiert daher

lim  f(x,y)nicht.
(x,)—(0,0)

und

AurGaBE 30 (TuTorIuMm)

Es sei D := U;((0,0))\{(0,0)} C R%. Untersuchen Sie jeweils fiir die angegebene Funktion f ob

der Grenzwert " l)m? f(x,v) existiert und bestimmen Sie diesen gegebenenfalls.
xy)=

2y3

a) f:D->R, (x,y)|—>2x

x8+yt

b) f:D R, (xy) > 2
N

1
c) f:D->R, (xp)> (1+ |xy|)<*w?



LOSUNGSVORSCHLAG
a) Voraussetzung: Sei f : D — IR definiert durch
2x2y
fxy):= W-
Behauptung: 1)1rr(1 f(x,v) existiert nicht.
0,0)

Beweis: Wir betrachten die Folge (w,),en in R? mit w,, := (1/n,1/n?) fiir alle n € IN. Es gilt
w, — (0,0) fir n — oo. Fur alle n € IN haben wir

2.1/n?. (1/n2)3

f( n) =
N 1/118+(1/nz)4

=15120<0=f(0,1/n)

fir n — oco. Somit existiert lim  f(x,v) nicht.
(x,)—(0,0)

b) Voraussetzung: Sei f : D — IR definiert durch

x% +y?

N

flxy):=

Behauptung: lim f(x,p) =
(x,9)—(0,0
Beweis: Fiir alle (x,y) € R?\ {(0,0)} gilt

2yt N agpiiiel (Crp)(Val+yieie)

ap2rl-1 xZ+y2+1+1 (x*+p2+1)-1

= x> +y2+1+1.

Somit haben wir fur (x,y) = (0,0)

foy)=x2+92+1+1 > V02 +02+1+1=2

flxy)=

fur (x,y) — (0,0).

c) Voraussetzung: Sei f : D — R definiert durch

F(x,9) = (1+ |xy) 7.

Behauptung: I)IH(l f(x,v) existiert nicht.
0,0)

Beweis: Fur alle x € R\ {0} gilt

1 1 2
e = (132037 —expl 53 1 47 =exp 5 ).

10



Mit der Regel von L’'Hospital sieht man ln(ltm — 1 fiir t — 0. Ferner gilt x> — 0 fiir x — 0.

Wegen (x,x) — (0,0) fur x — 0 und weil die Exponentialfunktion stetig ist, haben wir damit

5" 2 = limexp|=- "

t—0

2
i 1059 = limerp 12 S (1. 10120)
x—0 x—0

:exp(%-l): Ve 1=lim £(0,).
})—)

Also existiert lim  f(x,y) nicht.
(x,9)—(0,0)

11



