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LOSUNGSVORSCHLAGE ZUM 6. UBUNGSBLATT

Avurcask 31 (Usuna)
Es sei m € IN. Untersuchen Sie jeweils die angegebene Funktion f : D — R™ in 0 € D auf
Stetigkeit.

(xsin(%),|x|x2), x € R\ {0},

a) f:R — R? definiert durch f(x):= {(0, 1), x=0.

b sin(xy?—x%y), (%) €R?\{(0,0)}

b) f:R?— R definiert durch f(x,y) = {0 (x,v) =(0,0)
) x,y - e

2 ’ Y » IRZ \ {(O; 0)}1
¢) f:R?>— R? definiert durch f(x,y):= {( Vxity? VxZWZ)
(0,0), (x,v) =(0,0).
(1-cos(xp))sin(x+z) 3.
d) f:R3— R definiert durch f(x,9,2):= x3 » (692) ER" mitx =0,
2 (x,9,2) € R® mit x = 0.

LOSUNGSVORSCHLAG

1 x
= , e R\ {0
a) Voraussetzung: Es sei f : R — R? definiert durch f(x (xsm(x) a ) * \o)
(07 1); X = 0
Behauptung: f ist stetig in 0.
Beweis: Es gilt

. 1 x—0
|x31n(—)’ |lx| — 0
X

2 2 x—0
und [x[* = ¥ loglid) 5, 1 wegen

log( *) 1 11m x”! = lim x2 =0
X~ x 2 x—0 —2x3 x—»O 2 ’

lim x? log(x) = lim
x—0

Somit sind beide Komponenten der Funktion stetig in 0 (aufSerhalb von 0 ist dies klar). Damit
ist f laut Vorlesung stetig in 0.

i sin(xy? -x%y), (x,y) € R*\((0,0)},

b) Essei f : R?> — R definiert durch f(x,y) =
0, (x,9)=1(0,0).

Behauptung: f ist in (0,0) stetig

Beweis: Es gilt wegen (x —y)? > 0, dass 2xy < x? + y? fiir alle x,y € R. Deshalb folgt fiir

(x,9) #(0,0)

2 2
(X)Cz%yyz)mn(xy —x?y)| = 2Jsin (xp? - x%y) |y)—(00)>0

[f (% p)l <



also

lim x,7)=0.
(W)H(Oro)f( )

Somit folgt, dass f in (0, 0) stetig ist.

=

y 2
= ve) B0
’ (x,y):(0,0)

)

—_—
o

c¢) Voraussetzung: Es sei f : R*? — R? definiert durch f(x,y) := { x
(0,0

~

Behauptung: f ist nicht stetig in (0, 0).
Beweis: Fiir (x,y) € IR?\ (0,0) gilt

If(x,9) = f(0,0)| =1

und damit ist f in (0, 0) nicht stetig.

(1—cos(xp))sin(x+z)

d) Voraussetzung: f : R®> — R definiert durch f(x,y,z) = { X

, (x,p,z2) e R¥mitx=0
z, (x,v,2) € R mitx=0"

Behauptung: f ist in (0,0, 0) nicht stetig.

Beweis: Es gilt, dass

R ={(x,9,2)€R® : x=0} U {(x,9,2) eR® : x=0}.

=D, =Dy

Wir setzen v° := (0,0,0). Wir zeigen, dass f in v" nicht stetig ist. v* ist ohne Zweifel ein
Hiufungspunkt von IR? und es gilt f(v°) = 0. Fiir (v, mit v*) := (k1—3, %, %) gilt v¥) € Dy fiir

k—o0

k € N und v®) —=5 40, Aber fiir k € N gilt

Dies gilt wegen

1- —0 1 in(x3 +x) x—
cos(x) x—0 1 und sin(x” +x) x—0 1
x2 2 x

was beides mittels der Regel von L'Hospital eingesehen werden kann. Alternativ betrachtet

man im ersten Fall die Potenzreihe des Kosinus und schreibt den zweiten Bruch um als
sin(x3+x) Cx+x — sin(x3+x) . (xz n 1)

x3+x x x3+x

AUFrGABE 32 (TuToRrIUM)
Die Funktionen f, g und h seien fiir (0,0) # (x,y) € R?> durch

xy2 xyZ x2y2

flxp): g(xy): Moy = G oy

Tty T x4y
gegeben und f(0,0) := g(0,0) := h(0,0) := 0. Zeigen Sie:
a) Die Funktion f : R? — R ist stetig.

b) Die Funktion g ist in (0, 0) nicht stetig, aber g ist im Nullpunkt lings jeder Geraden stetig:
Fur jedes feste ¢ € R gilt g(rcos(¢), rsin(¢@)) — g(0,0) fur r — 0+.



c) Die Funktion # ist in (0, 0) nicht stetig, aber die Grenzwerte

limlim h(x,y) und limlimh(x,7p)

x—0y—0 y—0x—0

existieren und stimmen mit 4(0, 0) Uberein.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Klar: f ist stetig in jedem (x(,v0) € R?\ {(0,0)} als Komposition stetiger Funktionen.

Sei (xt, Vi )ken € (R?)N mit limy_, (x5, vx) — (0,0) und (x,vx) = (0,0) fiir alle k € IN beliebig.
Dann gilt wegen (x—v)? > 0, dass 2xy < x2 +p? fiir alle x,y € R. Es folgt

2 2,.2
Xk X+ Y vk |
If (xr, vic) = | | < vkl —F5——-==-—0=£(0,0)
x]% + y]f 2(x]f + y,f) 2

fur k — oco. Damit ist f stetig in (0, 0).

b) Die Funktion g ist unstetig in (0,0), denn (%, %) — (0,0) fur k — oo, aber

1
LIy g 1 B
g( %)_%+L‘27L>O_g(o’0)

=
=

fur k — co.

Sei ¢ € R beliebig. Angenommen, cos(¢) = 0. Dann ist sin(¢) # 0 und

r3 cos(qo)sinz((p)

X

g(rcos(g),rsin(g)) = =0—>0=g(0,0)

 r2cos?(¢) + risin®(¢)

fur r — 0+. Ist cos(¢) = 0, so ist trotzdem

. 3 r3 cos((p)sinz((p) 3 cos((p)sinz((p) o 0-
glreos(@) rsin(p)) = r2cos(@) + risin®(¢) rcos2((p) +r2sin*(¢) 0=2800.0

fur r — 0+.

c) Die Funktion 4 ist unstetig in (0,0), denn (%, %) — (0,0) fir k — oo, aber

11\ g
Z 2=k =
h(k,k) =14 0=h0,0)
k4
fir k — co.
Sei x # 0. Dann gilt
x%y? 0
h(x,v) = — =0
%) X2 +(x=p)* 0+ (x-0)
~——
>0

firy — 0. Ist x =0, so ist h(x,y) = 0 — 0 fur y — 0. Also gilt in der Tat lim,_,olim, o h(x,y) =
h(0,0) = 0. Wegen h(x,y) = h(y, x) fur alle x,y € R gilt auch lim,_,olim,_,o h(x,) = h(0,0) = 0.



Avurcask 33 (Usung)
a) Die Kurve y : (-1,1) — R3 sei durch

arcsin(t)
[ t ] Vte(-1,1)
N

gegeben. Ist y eine reguldre Kurve? Bestimmen Sie ihre Lange L(y) und natiirliche Para-
meterisierung.

y(t) =

b) Sei f : R® — R definiert durch
2.2,
o | FEE wrpem 001
0, (x,v,2)=(0,0,1).

Bestimmen Sie alle (x,9,z) € R3 in denen f stetig ist. Bestimmen Sie auflerdem alle
te(-1,1),in denen f o y differenzierbar ist.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Esgilt

/ 1_t2 b , J 1 t2 \/— ]_
Y =] 1 zw. My Oll=y 1t = 2\/1—t2¢0

tur alle t € (-1,1). Deshalb ist y regular. Ferner gilt:
t
s(t) := f lly’(o)lldT = V2 (arcsin(t) — arcsin(~1)) = \/E(arcsin(t) + %)
-1
fiir alle t € [-1,1]. Es ist also L(y) = s(1) = V2mr. Die Umkehrfunktion s~ : [0, V27] — R ist

durch
5_1(t) = Sil’l(L — E) = _COS(L)
V2 V2

fiir alle t € [0, V27| gegeben. Die natiirliche Parameterisierung von y ist dann durch

53
yos (1) = 7(—cos(%)) - —cos(%)
sin(\%)

fur alle t € [0, \/57{] gegeben.

b) Behauptung: f ist stetig (auf R) und f o y ist differenzierbar (auf (-1, 1)).
Beweis: Als Komposition von stetigen Funktionen ist f stetig auf IR\ {(0,0, 1)}. Fiir (0,0,0) und
(x,9,2) #(0,0,1), |l(x,v,2) - (0,0,1)|| < 1 erhalten wir

xzyzlz— 1] < x2y2
x2+92+(z—1)? = x2+p?’

|f (x,9,2) = (0,0,1)] =




wobei wir im letzten Schritt 0 < |z — 1| < 1 verwendet haben. Ein niitzliches Hilfsmittel bei
solchen Abschatzung ist die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Mit ihr erhalten wir

x2p? x4 p (24922 x4yl
2 Y - 01011 < < < =
If(e3.2) - f( ) x2+p2 " 2(x2+y?)  2(x%+792?) 2

- 0,

wenn (x,v,z) — (0,0,1). Also ist f auch in (0,0,1) stetig. Bevor wir die Differenzierbarkeit
von f oy untersuchen konnen, miissen wir zundchst die Stellen ¢ € (-1,1) bestimmen, in
denen y(t) = (0,0,1)T gilt. Da arcsin injektiv ist, gilt y;(t) = 0 genau in t = 0. Dort gilt auch
y(t) = (0,0,1)T. Als Komposition differenzierbarer Funktionen ist dann f o y auf (-1,1)\ {0}
differenzierbar. Wegen

“”“2:5(”0” _ arcsinzmtfm -t _ arcsin?(t)t(V1 - 2) — 0,

wenn t — 0, ist f oy auch in 0 differenzierbar (und (f o y)’(0) = 0).

AUFGABE 34 (TuTORIUM)

a) Die Kurve y : [0,27] — R? sei durch

cos(t)
y(t) = [sin(t) Yt €[0,2nr]
2t

gegeben. Ist y eine reguldre Kurve? Bestimmen Sie ihre Lange L(y) und naturliche Para-
metrisierung.

b) Seien k € R\ {0} und f : R?> — R definiert durch

=%l 1,
f(x)'_{ 0 Llk=1.

Bestimmen Sie alle ¢ € [0, 27], in denen f o y differenzierbar ist.

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Esgilt
—sin(t) 1 1
V' (t) = Cog(t) bzw. Iy (1)l = \/sinz(t) +cos?(t) + ks \/1 o 0
TC

fur alle t € [0, 27t]. Deshalb ist y regulér. Ferner gilt:

t
s(1) ::L Iy (0l dr = 1+ 5t



fur alle t € [0, 27]. Es ist also L(y) = s(2m) = 2Vn? + 4. Die natirliche Parameterisierung von y
ist durch

fur alle t € [0,2V7? + 4] gegeben.

b) Zunichst gilt fur alle t € [0, 27]

2\3 24

Insbesondere gilt ||(¢)|| = 1 genau dann, wenn ¢ = 0. Damit ist f o y auf (0, 27t] als Komposition
differenzierbarer Funktionen differenzierbar. AufSerdem erhalten wir wegen

k 2 k 2\3 *
1 4t 4¢-\2
=—(1+—-1 1+—] +1

t 702 72
4k 2k—] 4t21§ _k
ﬁt (1+?) +1

fur alle t € (0, 27], dass f oy genau dann in 0 differenzierbar ist, wenn k > % gilt.

72

Fr0) - 0) 1[(“4_%)5_1

Aurcask 35 (Usung)
Sei

A= {xy) eRIFOKALT: (59) = AL OV (5,9) = ALV (x,9) = A(1,0)+ (1 - A)(1,1)}.

a) Bestimmen Sie eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion f : [a,b] — R? derart, dass
f([a b]) = A gilt.

b) Seien {xg;x1;...;x,,} die Stutzstellen, bzgl. derer die in a) bestimmte Funktion stiickweise
differenzierbar ist. Bestimmen Sie

m-l e
If (1)l dt.
éka £/ dt

c) Ist es in a) moglich, eine differenzierbare Funktion y : [a,b] — R? mit y(a) = y(b) = (1,0)
sowie " # 0 zu finden?



LOSUNGSVORSCHLAG

(1,1)
A
(0,0) (1,0)
a) Definiere f : [0,3] — R? vermdge
(t,0) falls 0 <t <1,
f=4(1,t-1)  falls1<t<2,
(3-t,3-t) falls2<t<3

Es lasst sich leicht nachrechnen, dass f stlickweise differenzierbar ist mit £([0,3]) = A.

b) Die Stiitzstellen in a) lauten {0;1;2;3} Dann erhalten wir

2 rk+l 1 2 3
ZJ I ()l dt =J 1dt+f 1dt+J V2dt=2+V2.
=0 Jk 0 1 2

c¢) Seinun y : [a,b] — R? eine differenzierbare Funktion mit y([a,b]) = A und y(a) = y(b) = (1,0).
Bis auf Umparametrisierung dirfen wir ohne Einschrankung annehmen, dass y im positivem
Sinne A umléuft. Da y([a,b]) = A gilt, gibt es ein tq € [4,b] mit y(¢y) = (1,0). AuBerdem gibt es
wegen der Stetigkeit von y solche t,t, derart, dass fur alle t; <t <ty (t) = (y1(¢),0) und fur
alle tg <t <t, y(t) = (1, p,(t)) gilt. Da y in t, differenzierbar ist, so gilt

, o YW =ylte) oy —ylo) _ 0,
(71(to+),0) = tgggl_? = t1—1>I;I()1+T = (0, y2(to—))-
Damit gilt y{(to+) = y;(to—) = 0 und daher y’(t) = (0,0). Daher ldsst sich in a) niemals eine
differenzierbare Funktion finden, deren Ableitung nicht in (1, 0) verschwindet.

AUFGABE 36 (TuTORIUM)
Sei

1 1 1 1
A= {y) e R = Sl < 5 fu ey € R+ (p1-1/2)7 = 1.1yl > 5 .

a) Bestimmen Sie eine reguldre Parametrisierung von A, welche A im positivem Sinne umlau-

fe, d.h., finden Sie eine regulare Kurve, deren Spur gerade A ist und die A im positivem
Sinne umlauft.

b) Bestimmen Sie die Kurvenlidngen der in a) bestimmten Kurve.

c) Bestimmen Sie die natiirliche Parametrisierung der in a) bestimmten Kurve.



LOSUNGSVORSCHLAG

(-0,5;0,5) (0,5;0,5)

(-0,5;-0,5) (0,5;-0,5)

a) Definiere y :[0,2 + 7r] — R? durch

(0,5;-0,5+1), falls 0 <t <1,
(t) = (0,5cos[2(t—1)]);0,5+0,5sin[2(t—1)], fallsl<t<1+7m/2,
Y= (20,5;0,5— (=1 - 1/2)), falls 1+70/2 < t < 24 70/2,
(

0,5cos[2(t-2)];-0,5+0,5sin[2(t—2)]), falls2+7m/2<t<2+mw

fiir alle t €[0,2 + 7t]. Bs sei dem Leser iiberlassen, dass tatsichlich y € C! gilt.

b),c) Es gilt fur alle t € [0,2 + 7] ||y’ (¢)]| = 1, d.h., die Wegldnge ist 2 + 7w und p ist bereits nach der
Weglange parametrisiert.



