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HOuERE MATHEMATIK Il FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOSUNGSVORSCHLAGE ZUM 7. UBUNGSBLATT

Aurcase 37 (Usung)
Betrachten Sie die Funktion

Y falls (x,9) = (0, 0)
fiR? SR, (x,p) ] 77 g4 T
0 falls (x,p) = (0,0)

a) Zeigen Sie, dass f auf IR? stetig ist.
b) Berechnen Sie fiir alle (x,y) € R? alle partiellen Ableitungen von f.
c) Sind die partiellen Ableitungen von f im Punkt (0, 0) stetig?

d) Bestimmen Sie die Richtungsableitung 3—5(0, 0) fur jede Richtung v, fiir die das moglich ist.

Fur welche v gilt g—{(0,0) = (grad f(0,0))-v? Ist f differenzierbar?

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Klar: f ist als Komposition stetiger Funktionen stetig in allen (x,y) = (0,0). Ferner gilt

— X
v 3’| |y||y

}’
" P 2

= [y]

fur alle (x,y) # (0,0). Deshalb gilt in der Tat limy ) (0,0 f (x,) = 0 = f(0,0). Also ist f stetig
auf R?.

b) Fir (x,y) # 0 gilt nach der Quotientenregel

J “2x(x2 + %) — (v? —x%)2x 4xy3
—f(x,y):y ( yz) (2})2 ) ) yzz
dx (x? +v?) (x* +v%)
bzw.
U ()= (3y° —x*)(¥* +9%) - (v° —x*p)2p _ y*+4xPy” —x*
ay " (2 +y2)? BN E
Im Punkt (0,0) gilt hingegen
8f f(h,0)-£(0,0) .. 0-0
5200 = jim n = fim = =0
bzw. "
af . f(O,h)=f(0,0) .
5y (00 =im 7 “pmy =L



c) Betrachte (x, yy) := (%, %) —(0,0) fur k — oo. Es ist

of A af
a(xk,yk) = —% =-1/0= (0 0).

Also ist g—i unstetig bei (0, 0).
Betrachte (xx, vx) = (%, 0) — (0,0) fur k — co. Es ist

9,
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d) Seiv =(vyvy)€ IR? \ {0}. Nach Definition gilt:

3(3 _ )2 3 9
9 0,0y tim LI =FUO0) o PO —viv) v vl
” HO t =0 Bi+v)) vty
Ferner ist (V/)(0,0)-v = vy. Also gilt:
of v3 —vivy
S 00 =)0 v & Loy,
x Ty

< vxvy:O
o v=0Vy,=0

Damit gilt af( 0) =(Vf)(0,0)-v genau dann, wenn v, = 0 oder v, = 0 gilt. Insbesondere ist

f nicht in (0,0) differenzierbar, da sonst z.B. 8f(0 0) =(Vf)(0,0)-v fur v = %(1,1)T gelten

musste.

AurGaBE 38 (TuTorIUM)
Betrachten Sie die Funktion
SN falls (x, p) = (0,0),

¢:RP >R, (x,p)r>1 ¥
’ 0 falls (x,y) = (0,0)

a) Zeigen Sie, dass g auf IR? stetig ist.
b) Berechnen Sie fiir alle (x,y) € R? alle partiellen Ableitungen von g.

c¢) Sind die partiellen Ableitungen von g im Punkt (0, 0) stetig?

d) Bestimmen Sie die Richtungsableitung %(0, 0) fiir jede Richtung v, fur die das moglich ist.
Fur welche v gilt %(O, 0) = (grad £(0,0))-v? Ist f differenzierbar?



LOSUNGSVORSCHLAG

a)

Klar: g ist als Komposition stetiger Funktionen stetig in allen (x,y) = (0,0). Es ist [sin(x)| =
sin(|x|) fur alle x € [-7, 7]. Ferner gilt sin(x) < x fir alle x € [0, o). Es folgt

<2max{x,y}

—_—

sin(x3 + y3) sin(|x> + y3|) < x3 + y3| < |x|3 + |y|3
2 +y? 2y x4y x2+y2
~——

>max{x,p}?

< 2max{x, y}

fur alle (x,v) # (0,0) mit max{x,y} < 1. Wenn /x? + y2 = ||(x,y)|| = 0, so gilt sowohl x — 0 als
auch y — 0, somit auch max({x,y} — 0. Deshalb gilt in der Tat limy ) ,(0,0)§(x,¥) = 0 = g(0,0).
Also ist g stetig auf R2.

Wegen g(x,v) = g(v,x) fir alle x,y € R, reicht es aus, lediglich g—i auszurechnen. Es ist dann

%(x,y) = g—f(y,x) fiir alle (x,y) € R?. Fiir (x,p) # 0 gilt nach der Quotientenregel

%( - 3x2(x% +p?)cos(x> + p3) - 2xsin(x> + p°)
ox Y= (x2 +92)? '

Im Punkt (0,0) gilt hingegen
I9g

a9g .. &(h0)-¢g(0,0) .. Sil’l(l’l3)l’Hoipital. 3h? cos(h3)
ox 00 = im h B I R e BT

=1.

Betrachte (xx,vx) := (0, %) — (0,0) fur k — oo. Es ist

dg 1 _8g
g(xklyk) = Ok_4 =0A1= Q(O,O).

Also sind % und g—‘; unstetig bei (0,0).

d) Seiv=(vy,vy) € IR?\ {0}. Nach Definition gilt:

J tv) - ¢((0,0 sin(t2(v7 +v;))
0,00 = 1im 802 —8(0,0) _ . x Yy
v 50 t =0 £3(vZ +v3)
'Hospital . 3t (v +vy)cos(P (v +v))  vi+v
= i
£-0 3t2(v3 +v;) Vi +v

Ferner ist (Vg)(0,0)-v = v, +v,. Also gilt:
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V=0V, =0Vv,=-v,
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Analog zu AurGaBe37 d) argumentiert man nun, dass ¢ nicht in (0, 0) differenzierbar ist.

Aurcask 39 (Usunc)
Betrachten Sie die Funktion

‘ cosh(x)cos(y)
iR > R? (x,p) (sinh(x) Sin(}’)).

a) Zeigen Sie, dass es eine offene Menge U > (log(2),5) und eine offene Menge V > (O,%)
gibt, so dass U durch f bijektiv auf V abgebildet w1rd Berechnen Sie die Ableitung der

Umkehrfunktion in (0, %).

b) Zeigen Sie, dass f in jedem Punkt (x,p) € R? mit x > 0 lokal invertierbar ist, aber dass f
auf dieser Menge nicht injektiv ist.

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir berechnen vorbereitend fiir alle (x,y) € R*:
If (x

, o (%) %j;( x9) _ [sinh(x)cos(y) —cosh(x)sin(p)
fl(xy) = afz( =

X,7) (31;2( ,7) cosh(x)sin(y) sinh(x)cos(y)

a) Wir stellen die Voraussetzungen des Umkehrsatzes (19.11) sicher. Es ist in der Tat

f (105207 )= [ o (7_):] (%)
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Wir versuchen die Inverse von
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Also ist f’ (log ) in der Tat invertierbar. Nach dem Umkehrsatz existieren die gesuch-
ten offenen Mengen U und V. Ebenfalls nach dem Umkehrsatz gilt fir die Ableitung der
Umkehrfunktion f~1: V — U

U (0 3)= 6y (# (10820 5)) = [ (10820 2| = (_Og

b) Es gilt nach obiger Rechnung

O Uil
T —

det(f’(x,v)) = sinh?(x) cos?(y) + cosh?(x)sin’(y)

fiir alle (x,y) € R?. Wegen sin(y) = 0 © y € tZ und cos(y) =0 & p € T((% +Z) werden die sin?
bzw. cos?-Terme nie gleichzeitig verschwinden. Also ist det(f’(x,y)) > 0 fiir alle (x,y) € R? mit
x # 0. Damit ist der Umkehrsatz iiberall anwendbar, d.h. f ist Uiberall lokal invertierbar.



Wegen

Flx,y+2m) = (cosh(x) cos(y + 2n)) B (cosh(x)cos(y)

sinh(x)sin(y + 27) | sinh(x)sin(y)) = f(x,y)

fiir alle (x,v) € R? (mit x > 0) ist f nicht injektiv.
AUrGABE 40 (TuToRrRIUM)

Betrachten Sie die Funktion

FiR2 SR, (x9) o ((2 + arctan(x))sin(y))‘

—e* cos(y)

a) Zeigen Sie, dass es eine offene Menge U > (0, %) und eine offene Menge V > (\/E,—‘/TE)
gibt, so dass U durch f bijektiv auf V abgebildet wird. Berechnen Sie die Ableitung der

Umkehrfunktion in (V2, —‘/TE).

b) Zeigen Sie, dass f in jedem Punkt (x,y) € IR? lokal invertierbar ist, aber dass f : R> — R?
nicht injektiv ist.

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir berechnen vorbereitend fiir alle (x,y) € R%:

f'(x,y):[ja_;%(x'y) Z;—%(x,y) :(_ Eig}z) (2+arc;ap(x))cos(y))
ﬁ(x,y) a—y(x,y) e*cos(p) e*sin(y)

a) Wir stellen die Voraussetzungen des Umkehrsatzes (19.11) sicher. Es ist in der Tat

f(az):vz+uamum§3(%U:(Y%}
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Wir versuchen die Inverse von
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Also ist f’ (0, %) in der Tat invertierbar. Nach dem Umkehrsatz existieren die gesuchten offenen
Mengen U und V. Ebenfalls nach dem Umkehrsatz gilt fiir die Ableitung der Umkehrfunktion
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b) Es gilt nach obiger Rechnung

s 2 X
det(f'(x,p)) = % +¢¥(2 + arctan(x)) cos2(y)

fiir alle (x,y) € R?. Wegen sin(y) =0 & y € nZ und cos(y) =0 y € n(% +7Z) werden die sin®

bzw. cos?>-Terme nie gleichzeitig verschwinden. Also ist det(f’(x,y)) > 0 fiir alle (x,y) € R%.
Damit ist der Umkehrsatz tiberall anwendbar, d.h. f ist tiberall lokal invertierbar.

Wegen

(2 +arctan(x))sin(y + 271)) _ ((2 +arctan(x))sin(y)| _ Flx9)

flx,v+2m) = ( —e* cos(y + 271) —e*cos(y)

fiir alle (x,y) € R? ist f nicht injektiv.

Aurcask 41 (Usung)
Essei D = {(x,y,z) ER3: (x+yp+z>1)A(p+z> —1)} und F : D — R definiert durch

F(x,v,2) = 1+;}+Z+log(x+y+z—1)

fur alle (x,y,2) € D.

a) Zeigen Sie, dass eine offene Menge (%,0) € U C R? und eine offene Menge 1 € V C R,
sowie ein g € C}(U, V) existieren mit F(x,y,z) = 0 & z = g(x,) fiir alle (x,y) € U und alle

z € V. Bestimmen Sie aufSerdem g’(\/LE, 0).
b) Zeigen Sie, dass eine offene Menge \/LE € U; € R und eine offene Menge 0 € U, C R, sowie

ein streng monoton fallendes g; € C! (U, R) existieren mit g(x,y) = g (x) - fiir alle x € U;
und alle y € U,.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Klar: F € C}(D). Ferner gilt

1 1 1 11
Ve 1+0+1 Ve )

sowie
F'(x,9,2z) = (g—i(x,}bz) ‘3—5(&%2) %(x,y,z))
= (x+yizfl _(1+yl+z)2 + x+;uizfl _(1+y1+z)2 + x+yizfl)
tur alle (x,7,z) € D. Insbesondere ist
a_P(L()l):_ 1 + 1 = e—l:tO.
dz \\e (1+0+1)2 Lyi0+1-1 4

Ve



Nach dem Satz tiber implizit definierte Funktionen (19.12), existieren U, V und g mit den
geforderten Eigenschaften. Auierdem folgt

1 1
=G0 (G0 Sepon=-( T HE)

b) Fir die Ableitung g’ gilt

J o9
gy = (Fn) o) =-(Tnawm) o mnsm)

B 1 ( 1 B 1 + 1 )
= 1 _ 1 x+y+g(xy)-1 (I+p+g(xy))?* ~ x+p+g(xp)-1
(I+y+g(xy)?*  x+p+g(xp)-1

1
= ( x+y+g(x,y)-1 1 _1)

(1+y+g(x,y))2 -

tur alle (x,y) € U. Wahle ¢ > 0 so klein, dass

1 1

— -, —+e&|x(-g+e) = U xU, CU
o R

(dies funktioniert, weil U offen ist und (\/LE’ O) € U). Nach dem Hauptsatz der Analysis gilt fiir

jedes x € U; und alle y € U,

¥
¢(x,) = 5(x,0) +f0 2 ) de = (5,0~

Setze g1 (x) := g(x,0) fiir alle x € U;. Klar: g; € C!(U;) und g(x,y) = g1(x) — v fiir alle x € U; und
alle y € U,. Bleibt nachzuweisen, dass g; streng monoton fallend ist. Betrachte dazu

sy 08 _ 1 _ 1
&1 (x) = —x(x,O) T x+0+g(x,0)-1 T oxtg(x)-1

(1+0+g(x,0)% (T ()2

fur alle x € U;. Insbesondere ist, wegen g; (\/%) = g(%, 0) =1, firx= -1

Ve

ist

g,(l)_ S
Vel Liia T 11
\/E L_l 4q/e 1

(1+1)?

Das Vorzeichen des Nenners ist wegen 1 < v/e bzw. ﬁE < % negativ. Damit ist g’(%) <0.Da g

stetig ist, lasst sich ¢ notigenfalls verkleinern, damit g’(x) < 0 fur alle x € Uy gilt. Also ist g; in
der Tat streng monoton fallend auf einer offenen Menge Le eU;.

\/’



AUFGABE 42 (TuToRIUM)

a) Sei F:R® — R definiert durch
F(x,,2) = 2° + 222 = 3xpz + x° — 13

fiir alle (x,y,z) € R3. Zeigen Sie, dass eine offene Menge (0,0) € U C R? und eine offene
Menge -2 € V C R, sowie ein g € Cl(U, V) existieren mit

F(x,9,2) =0 z=g(x,p)
fur alle (x,y) € U und alle z € V. Berechnen Sie g’.
b) Betrachten Sie die Gleichungen
Py’ —ut+v?=0 und x? 4292 - 3u’ +dv? =1
mit (x,p,u,v) € R*. Zeigen Sie, dass durch diese Gleichungen auf einer offenen Menge

(0,0) € U C R? zwei Funktionen u,v € C}(U) mit u(0,0) = v(0,0) = 1 implizit definiert
werden. Berechnen Sie u’(0,0) sowie v’(0,0).

LOSUNGSVORSCHLAG

a)

Klar: F € C}(R®). Ferner gilt F(0,0,-2) = (=2) +2(~2)? = 0, sowie

F'(x,y,2z) = (g—i(x,y,Z) g—i(xf%z) %(x,y,z))

= (—3yz +3x% -3xz-3y? 3z +4z- 3xy)

fiir alle (x,7,z) € R3. Insbesondere ist %(0, 0,-2) = 3(—2)? + 4(-2) = 4 # 0. Nach dem Satz iiber
implizit definierte Funktionen (19.12), existieren U, V und g mit den geforderten Eigenschaften.
Fur die Ableitung g’ gilt

) OF L OF
g'(xy) = —(a—z(x,%g(x,y))) -a(xly)(x,y,g(x,y))

1
-7 (-3yg(x,v) +3x* -3xg(x,y) - 3p?
37y dgleg) axy VB 8(x9)-37?)

fur alle (x,y) e U.
Definiere G : R* —» R? durch

x?+9? —u?+v?
Glxg,u,v) = (x2 +2y% - 3u? +4v% - 1)
fiir alle (x,y,u,v) € R*. Die Aufgabe besteht offenbar darin, die Gleichung G(x,y,u,v) = 0 in
der Nahe des Punktes (x,y,u,v) =(0,0,1,1) nach (u,v) aufzulosen.

Klar: G € C!(R*). Ferner gilt

_ 0%+02 (1) + (1) ~(°
G(Ofoll’l)_(02+2-02—3~(1)2+4-(1)2—1)_( )



sowie

JG JG JG JG
, o oy uv) SHoyuv) GRnyuv) FHxy,uv)
G'(xyu,v) = |4, 96, G, JG,
2 (x,9,u,v) a—y(x,y,u,v) Exyuv) FE(xy,u,v)
_(2x 2y 2u 2v
- \2x 4y -6u 8v
tur alle (x,p,u,v) € R*. Versuche die (2 x 2)-Matrix %(0, 0,1,1) zu invertieren:
G -2 210 (-3) -2 2 1 0 +
(a(u’v)(ololl;l)HZ) ~ (—6 8 0 1) :L ~ 0 2 -3 1 (:[_(_1)
(—2 0 4 —1)| E—l) (1 0 -2 %)
~ 1 ~ 3 1
0 2 -3 1]]| 75 01 -5 3

Ple -
~ [12|(m(o,0,1,1)) ]

Nach dem Satz uiber implizit definierte Funktionen (19.12) existiert eine offene Menge (0,0) €
U C R?, eine offene Menge (1,1)e V C R?, sowie ein g€ Cl(U, V) mit

Gy, u,v) =0 = (4,v) = (81(x,9), &(x,y))
fur alle (x,y) € U und alle (u,v) € V. Fur die Ableitung g’ gilt

JG
(u,v)

-1
g’(x,y)=—(a (x,y,g(x,y))) -a(x’y)(x,y,g(x,y))

tur alle (x,y) € U. Insbesondere gilt fur (x,y) = (0,0)

, (-2 3\ fo 0\ (0o O
o3 1) Y- )

Damit ist u’(0,0) = (0,0) = v’(0,0).



