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HOuERE MATHEMATIK Il FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOSUNGSVORSCHLAGE zUM 9. UBUNGSBLATT

AurGask 49 (Usuna)
a) Berechnen Sie das Kurvenintegral L/f(x) ds fur

rcost

. . 2 . . «—
(i) r>0und y :[0,t] = R” definiert durch y(¢) := ( rsint

) sowie f : R> — R definiert
durch f(x,p):= arccos(%) +2.

log(1 +t?)

.. . 2 .. .
(ii) ¥ : [0,1] — R* definiert durch y(t) := (2arctan(t)—t+3

) mit f : R? — R definiert
durch f(x,p):=ye™.

b) Uberpriifen Sie jeweils, ob die Funktion f auf ihrem Definitionsbereich eine Stammfunkti-
on besitzt und berechnen Sie diese gegebenenfalls.
v +2xz
(i) f:R®—>R3mit f(x,9,2):=|2%+2xy |
x% +2yz

x%y
(ii) f:{(x,v,2)€R3 : 2> 0} —» R mit f(x,p,2) := ze* |
xylog(z)

LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Esgilt
—rsin(t)

rcos(t) ) YVt e [0, ]

V(1) =(

Somit folgt ||y’(t)|| = r fur alle t € [0, 7] und fur das gesuchte Integral ergibt sich

J- f(x)ds= jnf()/(t))lly'(t)ll dt = rJ-narccos(cos(t)) +sin(t) dt
Y 0 0
2 2

= 43 —cos(t)]iL, = r(% +2).

(ii) Es gilt

2t
):(%iﬁ) Vtelo,1].

1+t2

2t
Y(t) = ( P

1+t2




Somit folgt ||y’ (t)]| = \/( A Vs \/1+2t2+t4 1 fir alle t € [0,1] und fiir das gesuch-

1+2)2 T (1+£2)? (1+2)2 —
te Integral folgt

1

[RCEE [ rortmiona= [ carctanio -1+ 311 at

0

9l ety -t 25 L g
= . arctan(t)— = - .
o 1+¢2 2 1+1¢2 1+¢2

= [(arctan(t))* - %log(l +1%) + 3arctan(t)]}:0 = L(7z2 + 127 —8log(2)).

16
y2 +2xz
b) (i) f:R>— R3mit f(x,p,2) :=| 2% + 2xy | hat auf R? die Stammfunktion F : R? — R definiert
x% +2yz

durch F(x,y,2) = xy? + x>z + pz°.

Wir werden diese Stammfunktion nun berechnen. Das folgende Vorgehen ist dabei aber
nicht als formal korrekte Rechnung zu verstehen, vielmehr soll es veranschaulichen
wie man einen Kandidaten fur die Stammfunktion ermittelt. Gesucht ist eine Funktion
F:R3 — R mit der Eigenschaft, dass

fi(x,9,2)
(grad F)(x,v,2) =| f2(x,9,2)
f3(x,9,2)

gilt, wobei f; fiir i € {1, 2, 3} die Komponentenfunktionen von f darstellen. Dies schreiben
wir in das Gleichungssystem

JF
ﬁ(x,y,z):y2+2xz, (1)
g—l;(x,y,z) =22+ 2xy, (2)
JF
g(x,y,z):x2+2yz. (3)

Integriert man (1) in der x-Variablen, erhalt man

F(x,y,2) = Jg—i(x,y,z) dx = Jy2+2xz dx :xy2+xzz+cl(y,z),

wobei die Konstante c¢;(y,z) von y und z abhdngen kann, da wir nur in x integrieren und
diesbeziiglich y und z als “Konstanten” einzustufen sind. Integrieren wir (2) nach y und
(3) nach z erhalten wir

2z +pz’.

F(x,9,2) = xp° + c5(x,2) +vz* und F(x,9,2) = c3(x,p) + x
An dieser Stelle vergleicht man die drei Gleichungen fur F(x,y,z) und wird schnell
feststellen, dass

2 2

c1(9,2) =y2® und ¢y(x,2) = x’z und c3(x,9) = xp

eine Moglichkeit ist, diese Gleichungen zu erfiillen. Unser Kandidat lautet daher F : R®> —
R definiert durch F(x,v,z) = xy? + x?z + yz2.



Dannist F € C1(1R3,IR) und fur (x,v,2) € R3 gilt

y2 +2xz
(grad F)(x,v,2) = z2 + 2xy | = f(x,9,2).
x?+2yz
Folglich ist F die gesuchte Stammfunktion.
x%y
(ii) Die Funktion f : D — R® mit D := {(x,,z) € R® : z> 0} und f(x,9,2) := ze* hat
xylog(z)

auf D keine Stammfunktion.

D ist ein Gebiet und f € C!(D,R3). Fiir (x,y,z) € D gilt

2xy x? 0
Jr(x,p,2)=| ze* 0 e*
vlog(z) xlog(z) 7

und damit ist ] ¢(x,, z) nicht symmetrisch und f hat nach Satz 19.21 keine Stammfunktion
auf D, da die Integrabilitatsbedingungen nicht erfillt sind.

Aurcase 50 (Tutorium)
a) Berechnen Sie das Kurvenintegral Jy f(x)ds fur

rcos(t)

: . 2 Jeofin; —
(i) »>0und y : [0,t] > R* definiert durch p(t) := (rsin(t)

durch f(x,v):=v.

) und f : R?> — R definiert

cost
(ii) 9 :[0,log(5)] — R> definiert durch y(t):= % sint |und f :R? — R definiert durch
V2
f(xp,2):=x.

b) Uberpriifen Sie jeweils, ob die Funktion f auf ihrem Definitionsbereich eine Stammfunkti-
on besitzt und berechnen Sie diese gegebenenfalls.

y
(i) f:R?—R2 mit f(x,p):= (fe;_csoii(xgz)cs?;((};)))‘

y? + 2xyz°
(ii) f:R® — R3 mit f(x,9,2):=| 2p+x°2°
y? + 3x%yz?
LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Esgilt
—rsin(t)

rcos(t) ) Vit e [0, ]

Y'(t) =(

Somit folgt ||y’(t)|| = r fur alle t € [0, 7] und fiir das gesuchte Integral ergibt sich

Jf(x) ds :J FOy )y () dt = rZJ sin(t) dt = r?[—cos(t)|™, = 2r°.
14 0 0



b)

(i) f:R?— R?>mit f(x,y):

(ii) f:R®— R3 mit f(x,y,2):= [ 2y +x22°

(ii) Es gilt

’ of cos(t) —sin(t)
y ()= >

sin(t) + cos(t) Vt €[0,1og(5)].
V2

Somit folgt ||y’(t)|| = e—zt\/(cos(l‘) —sin(t))? + (sin(t) + cos(t))? + 2 = e’ und fur das gesuchte
Integral ergibt sich

log(5) log(5)
| seaas= [ oy onar=3 [ eostr ae

Es gilt

ert cos(t) dt P g2t sin(t) -2 j e!sin(t) dt P g2t sin(t) + 2e% cos(t) — 4Je2t cos(t) dt,

wodurch sich o
fezt cos(t)dt = e?(sin(t) + 2cos(t))

ergibt, was

J Fx)ds = 11—0[e2t(sin(t) +2cos(#)]128%) = g(sin(log(S)) +2cos(log(5))) - é
V4

_ [ €Y +cos(x)cos(p)
~ \xe¥ —sin(x)sin(y)
definiert durch F(x,p) := xe + sin(x)cos(p).

Da F € C!(R? R) und fiir (x,y) € R? gilt, dass

) hat auf R? die Stammfunktion F: R? > R

e? + cos(x)cos(y)
xe¥ —sin(x)sin(y)

(grad F)(x,y) = ( ) =f(xy)

ist F die gesuchte Stammfunktion. Den Kandidaten fiir die Stammfunktion findet man
mit dem Vorgehen aus AurGase 49 b) (i).

y2 +2xyz°
hat keine Stammfunktion auf IR3.

y? +3x%yz?
R? ist ein sternférmiges Gebiet, f € C'(R% R®) und fiir (x,y,z) € R® gilt

2923 2y+2xz°  6xyz?
Jr(x,9,2) = 2xz° 2 3x%2% .
6xyz> 2y +3x2z2 6x%yz

Wie man schnell feststellt ist dies keine symmetrische Matrix und daher sind die Integrabi-
lititsbedingungen auf R® nicht erfiillt. Nach Sarz 19.21 hat f also keine Stammfunktion.



Avurcase 51 (Usung)
Berechnen Sie jeweils das Kurvenintegral

J;/f(x) dx.

cos(t))

sin(t)

SECVE (M PRCEES SPTORY

S e O B )

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wegen Sr(xy)=y=xe¥ = %—J;(x,y) z.B. fiir y = x # 0 gilt, miissen wir das Wegintegral mithilfe

der Definition ausrechnen. Es gilt dann

21 21
f f(x)- dx fly dt_f (e€osInt) co5(t)sin(t)) - (—sin(t), cos(t)) dt
14 0

0

271
f C052<t)sin(t) _Sin(t)ecos(t)sm(t) dt
0
1 t=2m b o
- [__COS3(t)] _J SIH(t) cos(#)sin(t J‘ Sln COS )sin(t) dt
3 t=0 0

sm cos )sin(7) dr = 0.

T
—J sin(t)ecost)sin() g 4
0

h

b) Es gilt

d d
Pwyp=2x=Liwy

fiir alle x,y € R. Da R? einfach zusammenhingend und f ein C!-Vektorfeld ist, gilt nach
Abschnitt 19.25 der Vorlesung, dass f ein Potentialfeld ist. Also hangt der Wert des Integrals
nicht von dem konkreten Weg, sondern nur von den Randpunkten ab (19.24). Es ist

7(0)=(0,0), y(%n) =(-1,2).

Wie sich wie oben nachrechnen lisst, definiert F(x,y) = x?y + %ys eine Stammfunktion von f.
Damit gilt

[ £ ar=rr - ripion =3
V4

AurGase 52 (Tutorium)

Berechnen Sie jeweils das Kurvenintegral

J- f(x)- dx
14
2x — x?z - 5zy°

£3
a) f(x,y,z)exz[ 15y2 ],y:[O,l]—>IR3,y(t){ t2—t ],
)

—x3 - 5xp3 sin(rct



Y sinh(t)
b) f(x,v,2)=|-z| y:[0,log(2)] = R3, y(t) = | cosh(t) |.
X sinh(t)
LOSUNGSVORSCHLAG
a) Esgilt:

afl _ 2. —Xxz _ f
a—y(x,y,z) = —15p“ze ™ = a—(x V,2)
%(x,y,z) = (-3x2-5p° + X%z + 5xpPz)e ¢ = ZE —=(x,9,2)
0z ox
9 _ 2_9f3
-5, oy2) = 15yt = 2y == (%9,2)

fiir alle x,7,z € R. Da R® einfach zusammenhingend und f ein C!-Vektorfeld ist, gilt nach
Abschnitt 19.25 der Vorlesung, dass f ein Potentialfeld ist. Also hangt der Wert des Integrals

nicht von dem konkreten Weg, sondern nur von den Randpunkten ab (19.24). Es ist

7(0)=(0,0,0), »(1)=(1,0,0).

Wihle also 7 : [0,1] — R3 mit y(¢) = (t,0,0). Es gilt:

Lf(x)- dx = Lﬂx)- dx = fol () 7(1) dt = fol 2tdr=[12] " =1

b) Es gilt nach Definition des Kurvenintegrals:

rlog(2)
f flx)- dx FOA0) /(1) dt
V4

JO

rlog(2)
= (cosh(t),—sinh(t),sinh(t)) - (cosh(t), sinh(t), cosh(t)) dt
JO
rlog(2)
= cosh?(t) — sinh?(t) + sinh(t) cosh(t) d¢
JO
rlog(2) 1 t=log(
_ . _ e 2 g(2 _
= 1 +sinh(t)cosh(t) dt = log(2) + 2[smh (t )]t_o =log(2) + 5>

Avurcask 53 (Usung)

a) Berechnen Sie die folgenden Integrale:
IA —— d(x,v), A:=[0,1]%,

2
(ii) IB XY+ ) d(x,y), B:=[0,1]%.
b) Zeigen Sie fiir messbare Mengen A,BCIR", n € IN: canp(x) = ca(x)cp(x) fur alle x € R".

c) Bestimmen Sie das Volumen der folgenden Mengen:
(i) Mg, wobei f : [ [1,v3],( (x,p) x+y
(i) Sy:={xeR"|V1<i<n:x;>0,) " x; <1}, n €N (n-dim. Standardsimplex).



LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Da der Integrand stetig ist, konnen wir den Sarz von Fusini (20.3) anwenden. Es folgt

1 1 y=1
S A TP dy dx = — dx
3 y 3%
A(1+x2+9?)2 1+x2+y 2 0

1.2 ok
(1+x2+y)2 ~0
J;) 1+x2 j 2+x2

= [Arsinh(x)] :1_§J0 ;Z;dx
()
v

Arsinh(l)—J- i ;1 dy = Arsinh(1) — [Arsinh( y)] z =
0 (1+3?%)2

N

i
Sl
%

Arsinh(1) —Arsinh(%) = 10g(1 " \/E)—log(l + \/5)

V2
2+\/§)
1+V3

= log(

(ii) Da der Integrand stetig ist, konnen wir den Sarz von Fusini (20.3) anwenden. Es folgt

fxy+y d(x,v) j j xy+y dxdy = J[ +xy] :J +y dy

)

1 1
4 30T g " 3‘12
b) Seien n €N, A, B € R" messbar und x € R”. Dann gilt
canp(x)=1 © x€eANB ©x€AANXEB & cp(x)=1Acg(x) =1 & cu(x)cp(x) = 1.

Da charakteristische Funktionen, sowie deren Produkte, nur die Werte 0 und 1 annehmen, ist
die Aussage somit gezeigt.

c) (i) Da f auf seinem Definitionsbereich positiv ist, ist My o korrekt definiert. Es gilt
Mol = | L dxy)
PO Jionia (kv y2)2 7

Da f stetig ist, konnen wir den Sarz von Fusini (20.3) verwenden und sehen, dass

IMf ol = J J dxd j\F[——l L, d —J‘\/gi__l d
1.0 (x+p2) Y= x +p2 ¥=0 y_l p2  1+y2 y
1

1
:[—;—arctan ]y 1:———arctan(\/g)+1Jrarctan(l):1——— T

V3 V3 12

wobei wir arctan (\/g) = % verwendet haben.



(ii) Es sei S, (a) == {x e R" |1 <i < >0 ,Z < a} fur 0 < a < 1. Wir zeigen mit
vollstandiger Induktion (iiber n), ass |S (a)| = n, , womlt

1
1Sl = 1S4(1)] = —
n.

folgen wiirde.

Induktionsanfang (n = 1): Es gilt |S;(a)| = Joal dx =a.

Induktionsschritt (n — n+1): Die Behauptung gelte fiir ein n € IN (IV). Es folgt mit dem
Sarz von Fusini (20.3)

1Sps1(a)l = J;o,u]”” (X! x;<a) dx = jO (0.4] -[Ou (Y5 xi<a—x,.1) d(xy,...,x,) dx,,q

_ (V) (a—xu41)" a™t!
_ f[w]w (a=xp1) ey L el g =

Damit ist die Behauptung gezeigt.

AurGABE 54 (TuToRrIUM)

a) Berechnen Sie die folgenden Integrale.
jA —x:y d(x,v), A=[1,2]x[3,4],
(i) [,psin(xp)d(x,p), B=[0,1]x[0,72],
- 3
(iii) IC i‘+‘; d(x,y,2), C=[0,1]°,
iv) ID sin(x +y +z)d(x,v,z), D = [0, 7]>.
b) Bestimmen Sie das Volumen der folgenden Mengen.
(i) My, wobei f,g: [1,2]> > R, f(x,v):= e, g(x,v) := x%y fiir alle (x,p) € [1,2]?,
(i) A:={(x,y) e R*|a<ye*<bc<y<e*<d},0<a<b<c<d
(iii) B:={(x,9,2) € R? |x,,2> 0, Vx+ T+ Vz < 1}.
Hinweis zu (i): Zeigen Sie zundchst, dass g < f auf [1, 2]2 gilt.
LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Da der Integrand stetig ist, konnen wir den Sarz von Fusini (20.3) anwenden. Es folgt

Lﬁd(x,y) = JJ PEenE ydx——J‘1 ! ]y:4dx

x+y
= £x+3 J-—dx_[log(x+3)] —[log(x + 4)]*=2

ol ()12

(ii) Da der Integrand stetig ist, konnen wir den Sarz von Fusini (20.3) anwenden. Es folgt

7t z 2
Lysin(xy) d(x,y) = J; Jo ysin(xy) dx dy = J; [~cos(xy)]L_, dy = J; 1—cos(y) dy
=y —sin(y)];:0 L)

2



(iii) Da der Integrand stetig ist, kdnnen wir den Sarz von Fusint (20.3) anwenden. Es folgt

1
J1+y (%,9,2) f J J 1+y dxdydz_J J 577 f x* dx dy dz
3
x

1
= J; 23 dZJ;) - +y2 dyJ; x2dx = [Z];zo[arctan})];zo[?]}czo

1
=~ .arctan(1)-
1 arctan(1)

1
3 48

(iv) Da der Integrand stetig ist, konnen wir den Sarz von Fusint (20.3) anwenden. Es folgt

AT T T
J‘sin(x+y+z) d(x,y,2) = f sin(x+y+z)dxdy dz
D Jo Jo Jo
T AT
= [—cos(x+v+2)]}_,dy dz
aO JO
~TC
= cos(y +2z)—cos(m+y+2z)dy dz
JO ;0 .
=2 J cos(p+z)dydz=2 J [sm(y+z)]y 0dz
0 0

0
s
f sin(7 + z) —sin(z) dz = —4‘[ sin(z) dz = 4[cos(z)]]_, = -8
0

b) (i) Die Funktion f ist stetig auf ganz IR?, sodass fiir jedes (x,v) € R? gilt (Taylorentwicklung

dritten Grades)
210xp+92 1 ©
fx,y)=1+x+v+ % +g Z Xj, xj,x;, X172,
Jij2rja=1
wobei (x1,x2) € S[(0,0),(x,y)] und x; = x, x; = y. Dies liegt daran, dass alle partiellen
Ableitungen (auch die mehrfachen) von f wieder f entsprechen. Fiir (x,v) € [1,2]? gilt
demnach

x4 2xy +p?
floy)> === > 20y >0y = g(xy)

wegen (x —y)2 >0, also x? + y2 > 2xy. Somit ist My o korrekt definiert. Da f und g stetig
sind, gilt mit dem Sarz von FuBiIni, dass

B xy B L 3x?
|Mfg|_Jf "V —x?*pdy dx = J[e“}’ yldx f —e*" —de
_ x+2

7
x”—?]x L= (et —e®—4)— (e —¢? —5):e4—2e3+e2——.

Prinzipiell gilt c <y < d. Zusatzlich gelten die Restriktionen
y<e*<d o log(y) <x<log(d)

und
a<ye ™ <bolog(y)—log(b) < x <log(y)—log(a).



1. Fall: a > 1. Dann gilt log(a) > 0 und die Restriktionen liefern
log(y) < x <log(y) —log(a) <log(y),

ein Widerspruch. Somit gilt hier A =0 und |A| =
2. Fall: a<1, b>1. Dann gilt log(a) < 0 und log(b) > 0

(1) £ >d. Die Kombination der Restriktionen liefert
log(v) < x <log(d)

und der Satz von Fusint sowie A C [log(c),log(d)] x [c,d]

log(d
|Al = J Cllog(y)<x} d(x, }) f j Cllog(y)<x) dx d}}
[log(c),log(d)]x[c,d] 1

d
= f (log(d) —log(y)) dy = [plog(d) - y(log(y) - 1)]j_

—d+c(log($)-1).
d
(2) ¢ <d.Die Kombination der Restriktionen liefert

log(y)—log(a) ,y<da,

log(y) < x <
0g(y) < { log(d)  ,y>da.

Der Satz von Fusint sowie Satz 20.5 und A C [log(c),log(d)] x [¢,d] liefern

Al = J C{log(y)<x<log(y)-log(a),y<dalUflog(y)<x<log(d) y>da) 4(% ¥)
[log(c),log(d)]x[c,d]
= log(y)<x<log(y)-log(a),y<da} (X, V)
Llog( )log(d)]x[c,d] “llog(y)<x<log(y)-loga) y<da) Y
+ Cllog(y)<x<log(d) y>da} 4(%,)
J[log< ogld)cled] < S ED
30) J c c d(x,p)
= log(y)<x<log(y)-1 <d ,
llog(e)log(d)}<{cd] {log(y)<x<log(y)-log(a)}“{y<da}
+ e 1 da) d(x,9)
Jlog ) log(d)x{ed] {log(y)<x<log(d)} C{y>da} y
da g(v)—log(a) log(d
j j 1dxdy+J- J- 1dxdy
log(vy da Jlo
2. Int s.o0. (da statt d) da
= - log(a) dy +d + da(log(a)—1) = d(1 —a) + clog(a).
Cc
3. Fall: b < 1. Wieder gibt es die beiden Unterteilungen wie im 2. Fall, in beiden andert
sich lediglich die Untergrenze fiir x zu log(y) —log(b). Es ergibt sich somit

(1) €>d.
Al =d + c(1og(§) ~1)+(d - c)log(b).

10



(2) £<d.

|A| =d(1—a)+clog(a)+(d —c)log(b).

(iii) Zunachst einmal gilt

B = {(x,v,2) EIR3|x,y,z> 0,Vx <1-Vz—y} ={(x,9,2) € 1R3|y,z> 0,0<x< (1—\/2—\/37)2}.

Dies sei dem Leser als leichte Ubung iiberlassen. Dann folgt mit Aurcase 53 b) sowie

dem Satz von Fusint und B C [0,1]3

-
|B| =

[

(0.1

rl (1—z)?
J (1-Vz—+)* dy dz
0

Jo
rl

(1-v2)?
| R EC e TR e NS TR
Jo 0

rl 4 2 Z)2
[(1-V2)’y - (1-V2)y" + %]ﬁ,lzoﬂ dz

1 1 1
lj (1—\/2)4dzs‘1:‘f—lf Hs—1)ds=—
6 J, 3

0

5]1:1
= )=

[ s=0 %

6
6

W[ =

11

dtxp2)= | dtxp2)= | f(l_ﬁ_w dxd
c X,v,2Z) = Clxg(1-/z— X,9,2) = 1 dxd(y,z)
B Y o] (x<(1-vz—y9)?) % o Jo v



