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Avurcase 55 (Usung)

Berechnen Sie die folgenden Integrale.
a) fAyz d(x,v,2), A= {(x,y,z) eR}|x?<p?+22< |x|},
) foyz d(x,v,2), B= {(x,y,z) eER|0<z<1,x?+p% < 1},
11 2
c) Jo Iy e dx dy.
LOSUNGSVORSCHLAG

a) Fiir alle x € R gilt x? < |x| & |x| < 1. Deshalb folgt mit dem Satz von Fubini (Satz 20.3):
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mit
Einfithren von Polarkoordinaten fiir y, z liefert
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fur alle x € [-1,1]. Da nun im Integranden nur gerade Potenzen von x vorkommen, folgt:

Ly2 d(x,y,Z) = ZLI %(xz_x‘l) dx = %J;l (xz_x4) dng

b) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich:
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c¢) Es gilt nach dem Satz von Fubini (Satz 20.3):
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AUFGABE 56 (TuTORIUM)
a) Losen Sie AurGaBE 54 b) (iii) mithilfe des Prinzips von Cavalieri.

b) Berechnen Sie die folgenden Integrale. Andern Sie bei (iii) zunichst die Integrationsrei-
henfolge.

i) fozyz d(x,9,2), A= {(x,y,z) eER*|0<y<xx?+92<1,0<z< 2},
(ii) fBz(x3 +xy2) d(x,v,2), B= {(x,y,z) eR¥|0<z<m, 1 Sx2+y2 <4, |f—c| < 1};

(iii) fol jyy2+1 x%y dx dy.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Gilt (x,v,z) € B, so folgt z € [0, 1]. Fiir ein festes solches z gilt
Q(z):={(x,y) € R*| (x,,2) € B} = {(x,9) e R* | 5,y > 0, Vx+y <1-Vz}.
Somit folgt v € [0, (1 — y/z)?]. Fiir ein festes solches v gilt

Qzy):={xeR|x>0, Vx<1-Vz—+p} =[0,(1 - Vz—3)?*]

Wenden wir also das Prinzip von Cavalieri zwei Mal an, erhalten wir
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b) a) Es gilt nach dem Satz von Fubini (Satz 20.3)

fxyzdxy, J J-xydxy dz—2[2] nydxy) Jx2yd(x,y)

mit
A’:{(x,y)e]Rz: OSny,x2+y2$1}.

Einfithren von Polarkoordinaten fir x, y liefert:

f x*y d(x, ) J f r? cos®(¢)rsin(@)r dr de = J- r drj cos?(¢g)sin(¢p) de
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Insgesamt also:



b) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich

Lz(x3+xy2)d(x,y,z) = J J (jzcos )d(p+-[; cos((p)d(p]rdrdz
n? 31
= 7 ? (\/5— 2):0
) Esist

C := {(x,y)eIR2 0<y<l1, <x<y2+1}
= {(xp) eR*: (0<x<)V(I<x<2)A(0<Y< AP <x<y’+1)
= {xp)eR: (0<y<x<)V((I<x<2)A(Vx-T<y<1))
= {(x,y)e]Rz:OSnySl}U{(x,y)e]Rz (1<x<2)A(Vx— <y<1}

:Cl :C2

Ferner ist C; N C, = 0. Es folgt mit dem Satz von Fubini (Satz 20.3):
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Alternativ lasst sich das Integral auch direkt berechnen, ohne die Integrationsreihenfolge
umzudrehen.

Aurcask 57 (Usunc)
a) Berechnen Sie das Integral

j sin(z) d(x,v,2),
A

wobeiA:{(x,y,z) eR®|x,9,220,x+y+2z< 1},

b) Sei B := {(x,9,2) € R® | ||(x,9,2)|| < 2}. Eine kugelféormige Gasansammlung besitze die
Massendichte :
plx,p,z) =] T2 <y, 2)ll <1

2 1< |l(x,p,2)] < 2.

s

Berechnen Sie die gesamte Masse

L p(x,9,2) d(x,9,2)



LOSUNGSVORSCHLAG

a) Esgilt nach dem Satz von Fubini (Satz 20.3):
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— o y=1-x
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1- 1 1-x\|*! 7 1
= JO(1—x)—251n(Tx)dx:E—4[cos( zx)]xzoz—5+4cos(§)

b) Definiere K := {(x,9,2z) € R® | x? + y? + 2% < 1} und S ={(x,9,2) € R¥| 1 <x?+p% +2% <2}. Dann
gilt B=KUSund KNS ={(x,y,2z) € R3 | x?+v2+2? = 1}. Anhand von Kugelkoordinaten sieht
man sofort, dass

J p(x,v,2)d(x,v,2) =0,
KNS

womit nach Satz 20.5 folgt, dass

Lp(x,w) d(x,p,2z )—J p(x,9,2)d(x,p,2) + Jp(x v,2) d(x,,2)
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Aurcase 58 (TuTorIUM)

a) Berechnen Sie das Integral
f(x2+y )2 2(1- Z d(X,y, ),
A

wobeiA:{(x,y,z) eR¥|0<z<1, x*+p? < (1 —2)2},

b) Bestimmen Sie fur a,b,c > 0 das Volumen des Ellipsoids

e (3 o <



LOSUNGSVORSCHLAG

a) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich:
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b) Wir benutzen die Substitutionsregel mit der Funktion
g(u,v,w) = (au, bv,cw) V(u,v,w) e R>.

Diese Funktion ist offensichtlich injektiv und stetig differenzierbar mit

g (u,v,w) =

S O

0 0
b 0],
0 ¢

also det g’(u, v, w) = abc > 0. Mit K := {(u,v,w) € R® | u? + v? + w? < 1} gilt g(K) = E, denn

v w

(u,v,w)eK & (%)2+(b—v)2+(ﬂ

2
) <1 e (au,bv,cw) = g(u,v,w) € E.

Daher liefert die Substitutionsregel

1= | 1d0oy2)=abe | 1dy.2) = abelx
E K

Das Volumen von K erhalten wir tiber die Verwendung von Kugelkoordinaten.

271
4
K| = jf j 1% cos( )d(pder—%z
g

womit |E| = 4T’Tabc folgt.
Aurcaske 59 (Usuna)

Berechnen Sie das Integral

f e% d(x,v),
A

wobei A C R? das Trapez mit den Eckpunkten (1,0), (2,0), (0,—2) und (0,-1) ist.

LOSUNGSVORSCHLAG

xX+y

Wir definieren g(u,v) = (%(u +v), %(u —-v)), da mit f(x,y) =e** dann f(g(u,v)) = ev. Ist

B:={(u,v)eR*|1<v<2,-v<u<v)



so gilt wegen

A={(xy) eR*|x>0,p<0,x-pe[l,2]},
dass g(B) = A. Ist (u,v) € B,sofolgt u+v>—-v+v=0und u —v <v-v =0 sowie %(u +v)—%(u—v) =
ve(l,2], also g(u,v) € A. Ist (x,y) € A, so gilt (x+y,x y)€Bund g(x+y,x—v)=(x,y). Aulerdem ist
g injektiv, denn aus (%(u +7v), %(u -v))= ( (1 +7), (u 7)) folgt durch addieren bzw. subtrahieren
der beiden Gleichungen sofort u = i und v = 7. D1e Substitutionsregel liefert wegen

also detg’(u,v) = —%, dass

x+y 1
[ aon=tf
A 2 Jp

1 2
ZEJ-I ve—e ) dv =

J J evdudv== J [vev])__, d
4e

e l).

AuUrGABE 60 (TuTORIUM)
Es bezeichne A C R? die Menge aller (x,y) € [-1,1] x R mit 0 < y < V4—4x fiir x > 0 bzw.
0<y<V4+4xfirx<0.

a) Sei B=[0,1]>und g: Q — R?, g(u,v) = (u? —v?,2uv). Zeigen Sie, dass g(B) = A.

b) Berechnen Sie mit das Integral jA vd(x,p).

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Indem man die Gleichungen 0 <y < V4-4x und 0 <
2
0

dass A von den Parabeln x =1 - % und x = - -1 (far
nach (1,0) berandet wird.

Ist (u,v) € B, so gilt 2uv € [0, 2] sowie 1— =1-u?v? > [u?—v?| (fir u > v wegen (1+v?)(1-
u?)> 0, fir u <v wegen (1 —v?)(1+u?)> ) Deshalb gilt g(u, v)GA Ist (x,y) € Amity =0, so

gilt
2192 -
( Y ’ VX2 +p x)eB.

2 Tryr-n)

Dass beide Komponenten positiv sind, ist klar. Zudem gilt

Y <1l e p? +2x < 24x2 +p2

2Ty

< V4 + 4x nach x auflost, sieht man,

v
< 2 <y sowie dem Segment von (-1, 0)

(2uv)

=y? <4-4x,

was erfiillt ist. SchlieSlich gilt ebenso

5 <lex?2+9?2<2+x

=1 <4+4x,



( y , W‘X
e

(x,v) in B gefunden. Fir (x,y) € A mit y = 0 ist das gesuchte Urbild entweder (v/x,0) (fir x > 0)

oder (0, y/=x) (fur x < 0), die beide ebenfalls wieder in B liegen.

Da man beim Finden des Urbildes oben bemerkt, dass die gegebenen Kandidaten die einzig

moglichen sind, ist die Injektivitat von g ebenfalls gezeigt.

was ebenfalls erfiillt ist. Wegen g

) = (x,v) haben wir ein Urbild von

Wir berechnen
(1, v) = 2u -2v
WV =2y 2u )
2

womit det g’(u,v) = 4(u? +v?) > 0 fiir alle (u,v) € B\ {(0,0)}. Die Substitutionsregel liefert nun

1,1
J- yd(x,p) = j 2uv - 4(u? +v?) d(u,v) = 8J- f w3y +uvd du dv
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