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AurGase 76 (Usung)

Berechnen Sie jeweils die Fouriertransformation F f der Funktion f : R — C.

— vl - .
2 x)=xe ’ y T < < ¥
) f(x) b) f(x):{cos(x) <x<5%
sin(x) ,0<x<m, 0 , sonst.
c) f(x)=
0 , sonst.
e) f(%) = mmm d) f()= i,
LOSUNGSVORSCHLAG

a) f ist absolut integrierbar wegen

o R R
f If(x)/dx = lim | |xle™dx=21lim | xe*dx=2.
—0 R—o0 R R—o0 0

Deshalb ist nach Sarz 23.4 F g mit g(x) = e~ differenzierbar und
(F8)(&) = F(-if)(&) =-1F f(&).

In der Vorlesung wurde F g bereits berechnet mit

Deshalb folgt
4&i

Ff(&)=i(Fg) (&)= e

b) Da f nur auf der kompakten Menge [-7, 5] nicht Null ist und dort stetig, ist es absolut
integrierbar. Es gilt

und deshalb fiir £ € R



Fur & # +1 erhalten wir

U e U e
T 2[1(1—5) i(1+¢) _x
2
1Y aeer _gaenzy 1D iaear inees
_21(1_5)(e e ) 21(1+5)(e e )
11 e ey 11 en e
51—5(6 2+e 2)+§1+é(e ‘2 +e 2)
e7 yel¢T  2cos(EX)
1-¢&2 -2

Im Fall £ =1 ist

e

N[

und fir & = -1 gilt

Dabei haben wir e*'™ = —1 benutzt.

c) Bezeichnen wir die Funktion aus Teil b) mit g, so gilt
f(x) =g(x=7/2)

fur alle x € R. Nach Sarz 23.4 gilt

14e”i7é

1_52 ’ é: * +1l
Ffe)=e™2FgE)=3 —Z =1,
iz ,&=-1
d) Fir jedes x € R gilt
1
= = 2
mit g(x) = 1:7 Wir berechnen zunachst Fg. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass fir die
Funktion h(x) = e~ gilt, dass
Fh(&)= 2 £eR
S 1+&Y '

Es gilt also F g = %]:(]:h). Bekanntermaflen ist & absolut integrierbar, genauso wie h wegen

00 R
Y 1 Y R _
Jioolfh(é)l d¢ = 41%2210]0 vy dé = 4135120[arctan(§)]5:0 =21t



Deshalb erfullt h die Voraussetzungen fiir die Inversionsformel und es gilt

= o [ R de = S
Somit gilt

1 1
Fg(&)= 5;f(;vh)(g) =5 2rh(—&) = e ¢!
und schliefdlich mit Sarz 23.4

Ff(&)= e Fg(&) = me L

e) Fur jedes x € R gilt
1 -2x

1,
f(x)= —Em = _Eg (x)

mit ¢ wie in d). Da g und g’ absolut integrierbar sind (der Nenner ist nullstellenfrei und das
dortige Polynom hat einen um 2 bzw. 3 hoheren Grad als dasjenige im Zahler), folgt aus Sarz
23.4

1 1 1
Ff(&)= —Efg’(é) = —Eiéfg(é) = —Eiéne_|‘f|

Aurcask 77 (Usunc)
Zu a > 0 definiere

1 X2
‘R—- IR, x) = e 2
(pa (pﬁé( ) m
Zeigen Sie, dass
Pa*Pp=Pasrp
tur alle a, p > 0 gilt.
LOSUNGSVORSCHLAG
x2
Laut Vorlesung gilt (¢;(x) = \/%fne_T)
52

Foi(§)=e7, EeR

Fur jedes a > 0 gilt
I 1 e 1

= 2

Pa(x) = ﬁ\/T_ne Va

P1(Va).
Nach Sarz 23.4 gilt nun

1 1 & _ag?
}—(Pa(é):ﬁﬁ}—qol(ﬁ):f@l(\/aé):e r.

Fur alle @, 8 > 0 sind ¢, und ¢ absolut integrierbar und beschrankt, womit ¢, * @g absolut inte-
grierbar und beschrankt ist nach Satz 23.9. Auflerdem gilt

ag? pe? (a+p)e?

F(@a*@p)&) =F @al&) - Fpp(é) =€ 7 e 2 = 2 =F@qap(&).




Somit sind @, * @g, F (o * Pp), Pasp und F ¢4, p. Damit sind die Voraussetzungen der Inversionsfor-
mel erfullt und es gilt

(a0 *Pp)(x) = if e F (g * p)(€) dE = %f e F (Qnsp) (&) dE = Paup(x).

27 —co —00

fur x € R und somit die geforderte Gleichheit.
Aurcase 78 (UBuNG)
oo .+ 2
J sin 2(x) di
0 X

b) Zeigen Sie: Sind f, g und F g absolut integrierbar, so gilt

a) Berechnen Sie das Integral

| rwsmiax= o [ FreFs@

Folgern Sie daraus: Falls
suppF f NsuppFg =0,

dann ist

f_ f(x)g(x) dx = 0,

wobei supph = {x € R| h(x) = 0} den Trdger von h: R — C bezeichnet.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Sei

1 ,]x<1
X) =
fx) {O , x| > 1.

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass

sin(&) 0
ff(£)={ e

Nach dem Satz von Plancherel folgt

1 0 -~ . .
2= [ rax= | P ar= o | iFferae=2 [ T

1 00 —00

beziehungsweise

oo _: 2
| = aen

sin?(&) . . .
Da & — —== eine gerade Funktion ist folgt somit

52
o s 2
J‘ sin 2(x) P
0 X 2




b) Da f und F g absolut integrierbar sind, folgt mit Sarz 23.5, dass
[ rreFm@ac- [ rerEe

Weiter gilt

Fg(&) = fw eig(x) dx = f T g dy = f " e dx = F(-€),

—00 —00 —00

Da auf g absolut integrierbar ist, folgt aus der Inversionsformel, dass

F(Fg)x) = jm e Fg(€) de = fm e Fg(-c) dE = fo e F3(£) de = 2mg (%)

oo

Einsetzen in die erste Gleichung liefert die erste Behauptung.
Mit supp F f Nsupp F g = 0 folgt auch supp F f Nsupp F g = 0. Somit ist

Ff(&)Fg&)=0 VEeR

und damit

| segman= o [ FreiFe@s o



