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Hohere Mathematik II fiir die Fachrichtung Physik

Losungsvorschliage zum 1. Ubungsblatt

Aufgabe 1:
Seien n € N und A € K™, Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

a) Es gilt
Bild(A)' = Kern(A*).

Hinweis: Ist V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt, so ist das orthogonale Komplement

W+ von W C Vin V gegeben durch W+ ={v eV |v L wVw € W}.
b) Gilt (Az|z) = 0 fiir alle z € K", so ist
Bild(A) L Kern(A).

Hinweis: Ist V ein Vektorraum mit Skalarprodukt, so sind zwei Unterrdume W, X C V
orthogonal, W 1 X, genau dann, wenn fiir alle w € W und z € X gilt w L .

Loésungsvorschlag

a) Wir zeigen zunéchst, dass in jedem K-Vektorraum V fiir alle x € V
VyeV:i(zly) =0 2=0

gilt.

Beweis. =: Wéhle y = x, dann ist (z|x) = 0. Das ist nach Eigenschaft (S3) (vgl. Abschnitt
16.1 der Vorlesung) nur fiir = 0 moglich.

<: Sei y € V beliebig. Es gilt (0|y) = (y — yly) = (y|y) — (y|]y) = 0. O
Nun gilt:

z € Bild(A)* Vz € Bild(A) : (z]z) =0
Vy e K": (z|Ay) =0
Abschnitt 16.5

& Vy e K": (A*z|ly) =0

-~
-~

Die letzte Aussage ist nach Obigem &quivalent zu A*z = 0. Dies ist wiederum aquivalent zu
x € Kern(A*).
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b) Seien y € Bild(A4) und z € Kern(A) beliebig. Zu zeigen ist (y|z) = 0. Da y € Bild(A),
existiert ein x € K™ mit Az = y. Es gilt

(y]2) = (Az]2) = (Az +0]2) ““Z"Y (A 4 Az]2) = (A(w + 2)| (@ + 2) — 2)

— (A(z + 2)|(x + 2)) — (A + 2)|2) V= — (Az + Az|e) " (An|z) YR,

Aufgabe 2:
Es sei V = P[—1,1] der Vektorraum der reellen Polynomfunktionen auf [—1,1] und p,, € V
definiert durch

pm(z) = 2™

fiir alle m € Ny und = € [—1,1]. Ferner sei die Abbildung (-|-) : V' x V — R gegeben durch

1
P¥)a(y)
plg) = / ——dy
(plg) I
fiir alle p,q € V. Zeigen Sie, dass durch (+|-) ein Skalarprodukt auf V' gegeben ist und wenden
Sie das Gram-Schmidt-Verfahren beziiglich (-|) auf {po,p1,p2} an.

Loésungsvorschlag

Wir zeigen zunéchst, dass (+|-) wohldefiniert ist. Fiir beliebige m,n € Ny gilt

1 0 ¢
1 1 1
< —— dy=| lim /d$+lim/d
|(®rmpn)] /—1W 4 [bﬁlJr by VI— 22 a>1=Jo \/1—y? y]

b a a
_ 1 1 1
T=—y . . .
= A+ 1 - _ay| =21 -4
[bﬂ“ /0 g T /0 Wy y] sl /0 S
y:

=2 al_lgl_ [arcsin (y)],—

0 =2 lim arcsin(a) =7
a—1—

gmtn
1—y2

konvergent. Da jedes Element p € V endliche Linearkombination der p,, ist, folgt aus der

Linearitdt des Integrals, dass auch (p|q) fiir beliebige p,q € V absolut konvergent, und damit

endlich, ist.

Die Symmetrie (S1) der Abbildung ist sofort klar, ebenso wie die Linearitét (S2), die aus der

Linearitdt des Integrals folgt. Die Positivitit (S3) folgt aus folgender Aussage, da der Integrand

in (p|p) positiv und nicht konstant Null ist, wenn p nicht das Nullpolynom ist:

Behauptung: Ist a < b und f : [a,b] — R stetig mit f; |f(z)] de =0, so ist f(x) = O fiir alle

z € [a,b].

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Widerspruch. Dazu nehmen wir an, dass f(zg) # 0

fir ein z9 € [a,b]. Sei zunéchst 9 € (a,b). Dann existiert wegen der Stetigkeit von f ein

min{zg — a,b — zo} > ¢ > 0, sodass |f(z)| > M fir alle z € (xg —€,20 + ). Aus der

Monotonie des Integrals erhalten wir damit

/ab|f(x)| dxz/:o+5|f(m)| dx>2ef<;“"0) >0,

0—€

und das uneigentliche Integal (pn,|pn) = fil dy ist nach dem Majorantenkriterium



F@l s alle 2 € [a,a 4 €). Analog zu obiger Rechnung erhalten

Sei nun 0.B.d.A. g = a. Wieder erhalten wir aus der Stetigkeit von f die Existenz eines
b—a>¢e>0sodass |f(x)] >

b a+e
/a |f(x)] da:Z/ULJr |f(x)] da:>5f(§0) -0
a

wir

und es folgt die Behauptung.
Nun verwenden wir die Notation aus Abschnitt 16.4. Es gilt

1
1 S.0
(polpo) = | T

2@ — L iy alle x € [—1,1].

™

.

Also ist by(z) = .
(Polpo) 2

Ferner ist

1 ! Y
i) = = [ L

VT /1T =2
Nach der ersten Rechnung dieser Aufgabe konvergiert das uneigentliche Integral in (p;|by) nach
dem Majorantenkriterium. Da der Integrand punktsymmetrisch ist, gilt (p1]|bg) = 0.

Des Weiteren ist

1 2 0 2 a 2

Y : € . Y

= ———dy = lim dx+hm/d

(p1lp1) /_1 T2 W IHH/,, — ) A
>0

. o

aresin(a) gin2(¢) cos(t)

"=Y9 fim / v dy V2O 9 iy
a—1— 0 q/1_y2 %:cos(t) a—1— 0 COSz(t)

arcsin(a) y s .
sin?(t) dt Hauptsat 2/2 sin’(t) dt = [t — sin(t) cos(t)]izo2 = g
0

=2 lim
a—1— 0
Also sind
c1(z) = p1(z) — (p1lbo) bo(z) =
und
c1(x) 2
bi(z) = 1= \/;a:

(pl \Pl)

fir alle z € [—1,1].
Weiter sind

1t 2 1
(p2]bo) = ﬁ/_l\/f_indy:ﬁ(pl\m) =

und

\/51 y3
b) =2 [ YL g
b=/ [

Wie bei (p1|bo) sieht man, dass (p2|b1) = 0 gilt.

Fiir alle z € [—1,1] gilt also
1
co(x) = p2() — (p2|bo) bo(x) — (pa|b1) b1(z) = 2® — 3



Des Weiteren haben wir

1

(02\02)2/1 (\y/l_i /\/1_7 /\/7dy+/1\/_792dy
:/_lﬂdy(p1|p1)+4(p0|p0):/_1ﬂdyZ’

W=

sowie

dy + lim

1 y4 0 1.4 a y4
[t hm/2 [
1 1— y2 b——1+ b 1—=x a—1— 1— y2
>0

arcsin(a) ;4
9 lim y=sin(t) 2 lim sin®(¢) cos(t)

a—1— / V1 W —cos(ty a1=Jo cos?(t)

arcsin(a)

=2 lim sind(t) dt T o / * sin(t) dt.
0

a—1— 0

93__?4

Eine Stammfunktion zu sin? ldsst sich mit dem Phéniz-aus-der-Asche-Trick berechnen:

/sin4(t) dt = /sin(t) sin®(¢) dt Part, ot _ [cos(t) sin®(¢)] + 3/c082(t) sin?(t) dt
—— ——
u'(t)  v(t)

= — [cos(t) sin® ()] +3 / (1 — sin?(t)) sin?(¢) dt

= — [cos(t) sing(t)] + S/Sin2(t)) dt — B/Sin4(t) dt

_ B(t _ sin(t) cos(t)) — cos(t) sin3(t)} 3 / sind (1) dt
= /sm ) dt = [zt—co (t) (Sinz(t) + 38?”)] .

Damit folgt

[VE]

2/ sint(¢) dt = sm und (e2|e2); = .
) 8 8

Somit ist ba(z) = \/g(2x2 — 1) fiir alle z € [-1,1].

Aufgabe 3:

Sei V ein K- Vektorraum mit Skalarprodukt (-|-). Weiter seien Vektoren v, w, u1, ..., um,v1,. ..

V sowie Skalare a,...,m,B1,. .., 0, € K (n,m € N) gegeben. Zeigen Sie, dass

m n m n
> aiwl Y Bivg | = il (uilvy).
i=1 j=1 i=1 j=1
Sei {ey, ..., ey} nun eine Orthonormalbasis von V. Beweisen Sie die Formeln

a) (vfw) = 32 (v]es) (wles).
b) (vfo) = 37y [(v]es).



Lésungsvorschlag

Durch die Eigenschaften des Skalarprodukts ist die erste Formel leicht einzusehen, den rigorosen
Beweis liefern wir durch Induktion. Wir zeigen zunéchst, dass fiir m € N und v € V beliebig

(Z aiui|u) = Z a; (uilu) .
i=1 i=1

Induktionsanfang (m=1): Nach (S2) ist («jui|u) = a1 (u1|u) und auf beiden Seiten der Glei-
chung steht exakt derselbe Ausdruck.
Induktionsschritt: Die Formel gelte fiir ein m € N (IV). Dann folgt

m+1 m (SQ) m
(Z aiui|u> = <Z Qiu; + Oém+1um+1\u> = (Z amﬂﬂ) + am+1 (Um+1fu)
i=1

=1 =1

v m m+1

= Z (ilu) + a1 (g |u) =Y ai (uilu).
i=1 =1

Nun folgt mit dieser Formel und (S1), dass

doaiil Y Bjoy | = e fwil Y By | =Y ai| D Byujlus
=1 7=1 7=1 =1 7=1
n

(07 B] UJ|U1 —Zzazﬁj v]]uz Sl)zzazﬁ] uz|U] .

j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

its 13

Ist {e1,...,en} nun eine Orthonormalbasis von V, so lassen sich v, w € V schreiben als

n

(vles) e, w = Z(w!ej) ej

1 j=1

v =

-

7

Mithilfe der bewiesenen Formel ergibt sich nun

a)

(v[w) = (vles) el D (wles) e
i=1 Jj=1

=D > (wlen) (wley) (eiles) = > (v]es) (wlea),
=1 j=1 B =1
b)
(v]v) =D~ (vles) (v]es) = D |(v]es)?
i=1 =1
Aufgabe 4:

Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (:|-). Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen
wahr oder falsch sind und geben Sie jeweils einen Beweis oder ein Gegenbeispiel an.



Seien vy, ..., v, beliebige Vektoren aus V. Dann sind vy, ..., v,,0 linear abhéngig.

Sind z,y € V linear unabhéngig und sind z,z € V linear unabhéngig, so sind auch vy, z
linear unabhéngig.

Sind z,y, z € V linear abhéngig, so existieren «, § € K mit z = ax + By.
Ist x € V und gilt (xz|y) = 0 fiir alle y € V, so folgt = = 0.

Es seien z1,...,z,,y € V. Ist 0 # y orthogonal zu jedem Vektor aus lin{xy,...,x,}, so folgt
lin{zy,...,z,} # V.

Losungsvorschlag

a)

Die Aussage ist wahr, denn der Nullvektor 0 lisst sich als nichttriviale Linearkombination
von vi,...,Un,0 darstellen, z.B. durch 0 = 0-v; +...0-v, + 1 - 0. Hier haben wir zur
Verdeutlichung 0 fiir den Nullvektor und 0 fiir die Zahl Null geschrieben.

Die Aussage ist falsch: Wir betrachten den Vektorraum V = R2. Dort sind x := e; = (1,0)
und y := ez = (0, 1) linear unabhéngig, und genauso x und z := 2es = (0, 2). Die Vektoren y
und z sind jedoch nicht linear unabhéngig, denn 0 = 2y — z ist eine nichttriviale Darstellung
des Nullvektors.

Die Aussage ist falsch: Wihle z.B. V = R3 mit z = e = (0,1,0),y = 2e2 = (0,2,0) und
z=e = (1,0,0).

Die Aussage ist wahr: Da die Aussage fiir alle y € V gilt, also insbesondere auch fiir y = =,
haben wir (z|z) = 0. Nach Eigenschaft (S3) des Skalarproduktes, kann dies aber nur fiir
x = 0 erfullt sein.

Die Aussage ist wahr: Wére ndmlich lin{z1,...,z,} = V, so hétten wir (y|z) = 0 fiir alle
x € V. Aus d) wiirde dann unmittelbar y = 0 folgen, im Widerspruch zur Voraussetzung

y # 0.

Aufgabe 5:

a)

b)

Berechnen Sie eine Orthonormalbasis von U = lin{v1, v2,v3} C R, die Orthogonalprojekti-
on Pz von x auf U, sowie den Abstand d(z,U) = minycy ||z — y|| mit

1 2 0 1
1 0 0 2
vi=1[0], vo=]|1|, wvs=1[|1], =13
1 1 1 4
0 0 0 )

Losen Sie Aufgabe 2, wenn die dort gegebene Abbildung (-|-) durch (-|-), : V x V' — R mit
(pla)y = [, p(y)aly) dy ersetzt wird.



Lésungsvorschlag

a) Wir berechnen mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens (vgl Abschnitt 16.4 der Vorlesung)
ein Orthonormalsystem B = {by;by; b3}, welches U erzeugt, wie folgt:

by =
vl
c2 = vg — (v2]b1)by by = 2
ezl
c3 = v3 — (v3]b1)by — (v3|b2)be b3 = .
[[es]|
Es gilt:
1
1 1
orll = VEFRFE=VE sbi= o0,
1
0
2 1 1
1 3 0 1 -1
(’U2|b1)—\/5(1'24-1-04—0-1—1-1-1—1-0'0)—\/3 =y = 1 ((1) = é :
0 0 0
1
e
leall = V3 ibzzﬁ (1)),
0
0 1 1
1 1 0 1 1 1 -1
(03\171):*37(03\192):% = c3 = 1 ~3 (1) ~3 (1)
0 0 0
~1
12 4 2 1|0
HC?)H:\/;:\/;:\/g :>b3:ﬁ 1
0

Nach Abschnitt 16.7 der Vorlesung ist die Orthogonalprojektion Pz gegeben durch
Px = (a:\bl)bl + (w‘bg)bQ + (x‘bg)bg.

Wir berechnen

7 2 6
xlb1) = —, xz|by) = —, x|bs) = —.
(|b1) 7 ([b2) 7 (wlbs) = —=

Es folgt
1 1 -1 3
1 -1 0 5
2 1

szg 0 +§ 1 —i-g 1 =3 8

1 0 1 13

0 0 0 0



Schliefllich ist nach Abschnitt 16.7 der Vorlesung

d(z,U) = mi —yll = ||z — Px]|.
(z,U) gggllx yll = |z — Pzl
Wir berechnen

1 3 0
2 5 1

1 1 V228

r—Pxr=|3]|— 8 =3 11, Hx—PmH:T%&OS.

4 13 -1
5 0 15

b) Wieder mit der Notation aus dem Abschnitt 16.4 der Vorlesung gilt

1
(polpo)y = /1 1dy =2.

Also ist bo(z) = = fiir alle z € [~1,1]. Ferner sind

/3
1 1
bo)y = — dy =0
(p1]bo)s ﬁ/ly y

und

1 37t=1
Y 2
(p1lp1) =/ y? dy = [} = .
S 3., 3

Also ist by(z) = \/gx fiir alle z € [—1, 1]. Weiter haben wir

1 1 \/5 3 1
(p2]bo)y = ﬂ/1y2 dy = 5 und (p2|b1)y = \/;/1y3 dy = 0.

Also ist
1
ca(x) = p2(x) — (p2lbo)g bo(x) — (P2b1) bi(a) = 2* - B
fir alle z € [—1, 1] und wegen
! 1\? ! 2 1 2 4 2 8
2 4 2
(czfez) /_1 <y 3) Y /_ly 3 T YT T 9T 0T 1
ist bo(x) = %5 (22 — 1) fiir alle z € [-1,1].
Aufgabe 6:
Es sei
1 a b
U:= 01 ¢ |abceR
0 01

Zeigen Sie, dass U versehen mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe ist.



Lésungsvorschlag

Fir ¢ =1, 2, 3 seien a;, b;,c; € R und

1 a; bi
A;=10 1 ¢ | el
0 0 1

Zunichst muss gewéhrleistet sein, dass die Matrixmultiplikation zwei Elemente aus U wieder
auf ein Element aus U abbildet. Es gilt

1 a1+az by +by+aic
A1 Ay =10 1 c1+co eU.
0 0 1

Fiir die Assoziativitidt (G1) berufen wir uns auf Abschnitt 15.15 aus HM1, der besagt, dass
die Matrixmultiplikation assoziativ ist. Wir kénnen es aber auch nachrechnen und erhalten

1 a14+as+az by +by+bs+aico+ ajcs + ascs
(Al‘A2)‘A3: 0 1 c1+c2+c3 :Al(A2A3)
0 0 1

Das neutrale Element (G2) ist gegeben durch die Einheitsmatrix, welche in U liegt. Daran, dass
jedes Element in U in seiner Zeilenstufenform vorliegt, erkennen wir, dass dazu ein Inverses
beziiglich der Matrixmultiplikation existiert. Es bleibt zu zeigen, dass dieses Inverse auch in U
liegt. Wir berechnen

1 a b|1 0 0 + j+ 1 a 0|1 0 =0 j+
01 ¢c|0 10 (=) ~ |0 1 0|0 1 —c (—a)
0 010 01 (-b) 00 10 0 1
1 0 0|1 —a ac—0»
~ 10 1 0]0 1 —c ,
00 10 O 1

womit die rechte Seite, das Inverse der Anfangsmatrix, ein Element aus U ist.
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